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١ فصل

عددی؟ آنالیز

است موضوع این با شما برخورد اولین این که آنجا از . عددی آنالیز آمدید؛ خوش کاربردی ریاضیات در زیبا موضوع به

دهیم: ارائه آن از تعریف چیز هر از پیش است بهتر

است. ریاضیات در پیوسته مسائل تقریبی حل وریتم�های ال تحلیل و طراح علم عددی آنالیز

جنس از متغیرهایی دارای ما مسئله�ی که معناست این به پیوسته لفظ کنیم. صحبت پیوسته“ ”مسائل مورد در ابتدا ذارید ب

پدیده�های از بسیاری بررس برای هستند؟ صورت چه به معمولا و �آیند م کجا از مسائل این اما است. مختلط یا حقیق

پیش�بین و مطالعه �گوییم. م ریاض مدل آن به که �کنیم م فرمول�بندی ریاض زبان به را آن�ها بر حاکم قوانین غالباً ، طبیع

�گیرد. م صورت آن ریاض مدل� حل و بررس با پدیده ی رفتار

را بسته محیط ی در حیوان خاص گونه ی �دهیم. م توضیح اینجا در را جمعیت رشد ساده مدل ی مثال برای

نیفتد، اتفاق میری و مرگ هیچ متناه زمان بازه ی در کنیم فرض است. p۰ برابر آن�ها اولیه جمعیت که یرید ب نظر در

هرچه یعن باشد. فعل جمعیت با متناسب زمان هر در جمعیت رشد نرخ و نگیرد، صورت محیط در خروج و ورود هیچ

هم ولد و زاد تعداد جمعیت، افرایش با زیرا است معقول فرض ی این باشد. بیشتر هم رشد نرخ باشد، زیادتر جمعیت

جمعیت رشد نوع این برای مدل زیر ساده�ی معادله�ی آنگاه دهیم، نشان p(t) با را t زمان در جمعیت اگر �یابد. م افزایش

بود خواهد

p′(t) = rp(t), ۰ < t 6 b,

p(۰) = p۰,

است. t زمان در جمعیت خود با جمعیت رشد نرخ تناسب ضریب که است جمعیت رشد ذات نرخ r > ۰ ثابت آن در که

است. t زمان همان در جمعیت خود از ضریبی با برابر که است t زمان در جمعیت رشد نرخ ،p′(t) یعن معادله� سمتچپ

یل تش است) اولیه جمعیت بیان�کننده (که اولیه مقدار ی و خط اول مرتبه معمول دیفرانسیل معادله ی از که بالا مدل

١



٢

این است. مشخص محدودکننده��ی فرضیات تحت کوتاه زمان بازه�های برای جمعیت رشد برای ساده مدل ی است، شده

حیوانات گونه�های جمعیت واقعیت در چه اگر است. p۰ و p ،t ،b ،r پیوسته�ی متغیرهای با ریاض پیوسته مدل ی مدل،

مانند ال چ جمعیت�های در �کنیم. م فرض حقیق عددی را آن معمولا مدل�سازی در اما است، طبیع عدد ی همواره

شوند. منظور (پیوسته) حقیق حتماً متغیرها است لازم آب گالن ی در سم مواد غلظت یا رادیواکتیو، ماده ی حجم

.t > برای۰ p(t) > ۰ یعن است مثبت همواره جمعیت داریم توجه ابتدا �آید. م بدست زیر صورت به بالا مدل جواب

معادله طرفین تقسیم با ،p۰ ̸= ۰ که حالت در .p۰ = ۰ که شرط به است مسئله جواب ی p(t) ≡ ۰ تابع که است واضح

داریم τ > ۰ تا ۰ از انتگرال�گیری و p(t) ∫بر τ

۰

p′(t)

p(t)
dt =

∫ τ

۰

r dt,

�دهد م نتیجه هم این که

ln
p(τ)

p(۰)
= rτ,

یا

p(τ) = p۰ exp(rτ), ∀τ > ۰.

را مسئله دقیق جواب آن کم به که روش �شود. م داده بالا تابع با p۰ = ۰ فرض با نیز p = ۰ جواب که است روشن

نشان زمان گذشت با را جمعیت نمایی رشد بالا، در آمده بدست جواب �نامیم. م تحلیل حل روش ی آوردیم بدست

میر، و مرگ مانند عوامل زیرا باشد درست مدت بلند زمان بازه ی برای و واقعیت در �تواند نم مدل این قطعاً �دهد. م

است لازم باشیم �تر واقع مدل دنبال به اگر �شوند. م جمعیت رشد در تغییر باعث مهاجرت و غذایی منابع سر بر رقابت

حت و زمان از تابع حیوانات) از گونه�هایی (برای �تواند م رشد ذات نرخ مثلا کنیم. کمتر را مسئله بر حاکم فرضیات

دیفرانسیل معادله مدل ی ن) مم حالت �ترین کل لزوماً نه (و �تر کل حالت ی در باشد. r = r(t, p)صورت به جمعیت

صورت به اولیه مقدار

p′(t) = f(t, p), ۰ < t 6 b,

p(۰) = p۰,

مسئله�ی سادگ به اخیر غیرخط مسئله�ی تحلیل جواب آوردن بدست است. p و t از غیرخط تابع f که داشت خواهیم

نیست، دست در وجود) صورت (در جواب یافتن برای تحلیل روش معمولا ساده، حت های f برخ برای و نیست اول

که کرد فرض محیط در را ارچ ش ی وجود �توان م مدل در همچنین نیست. سرراست باشد داشته وجود راه هم اگر

مجهول تابع دو با دیفرانسیل معادلات از دستگاه ی به دهیم، نشان q(t) با را آن و باشد نظر مد هم ارچ ش جمعیت اگر

یا بسته فرم با توابع عنوان به آن دقیق جوابهای یافتن و بود خواهد بیشتری �های پیچیدگ دارای که رسید خواهیم q و p

است. ن مم غیر مواقع اکثر در سری فرم حت



٣ عددی؟ آنالیز .١ فصل

�توان م ر دی مثال�های عنوان به است. طبیع پدیده�های ریاض مدل�سازی از ساده مثال ی شد آورده بالا در که مثال

و جواب تایی ی و وجود بررس که کرد اشاره غیره و زیست اقتصادی، شیمیایی، ، فیزی مسائل ریاض مدل�سازی به

حالت�ها اکثر در شد گفته بالا در که همانگونه است. امروزی ریاضیات از بخش آن�ها جواب�های آوردن بدست راه همچنین

است اینجا در ندارد. وجود ( تحلیل (روش واقع جواب آوردن بدست برای راه مدل�ها، این برای جواب وجود علیرغم

اولیه مقدار دیفرانسیل معادله حل برای مثلا شد. تقریبی“ ”جواب ی تولید برای عددی روش�های دامان به دست باید که

تقسیم h طول به کدام هر زیربازه n به را [۰, b] بازه�ی ابتدا کرد: طراح زیر صورت به ساده عددی روش ی �توان م بالا

نقطه�ی در را p′(t) = f(t, p(t)) دیفرانسیل معادله�ی سپس .tk := kh �دهیم م قرار k = ۰, ۱, . . . , n برای و �کنیم م

�زنیم تقریبم زیر صورت به را مشتق عبارت حال �نویسیم. م t = tk

p′(tk) ≈
p(tk+۱) − p(tk)

tk+۱ − tk
.

و مشتق�گیری فرمول�های انواع مورد در درس این از فصل است. ساده بسیار عددی مشتق�گیری فرمول ی فرمول این

معادله�ی در بالا مشتق تقریب ذاری جای با دارند. عددی روش�های طراح در ویژه�ای اه جای که است عددی انتگرال�گیری

�رسیم م زیر گسسته�ی معادله�ی به tk+۱ − tk = h اینکه به توجه با و دیفرانسیل

pk+۱ = pk + hf(tk, pk), k = ۰, ۱, . . . , n − ۱,

مشهور اویلر روش به بالا ساده�ی روش است. شده داده اولیه�ی مقدار p۰ و است p(tk) واقع مقدار از تقریبی pk آن در که

است. عددی آنالیز در آشنا واژه�ای گسسته�سازی کردیم. گسسته�سازی را پیوسته� دیفرانسیل معادله مدل ما حقیقت در است.

کد رسید. خواهیم نهایی هدف به رایانه روی بر آن پیاده�سازی با که شد وریتم“ ”ال ی به منجر نهایت در عددی روش

خواهند اجرا و نوشته متلب محیط در درس این برنامه�های (تمام است زیر صورت به متلب محیط در اویلر روش وریتم ال

کنید) مراجعه ... پیوست به ندارید کامل آشنایی ریاض نرم�افزار این با اگر شد.

function p = euler(b,n,f,p0)

h=b/n;

t=0:h:b;

p(1) = p0;

for k = 1:n

p(k+1) = p(k)+h*f(t(k),p(k));

end



۴

داده ورودی عنوان به fراست سمت تابع و اولیه)، (مقدار p0 زیربازه�ها)، (تعداد n بازه)، (طول b اعداد برنامه این در

مسئله�ی جواب تقریب �خواهیم م فرضکنید مثال برای �شود. م بازگردانده p بردار در tk نقاط در مسئله جواب و �شوند م

اولیه مقدار

p′ = sin(π(p۲ + p)/۲)

است p جمعیت از تابع فقط f یعن آن�ها راست سمت که معادلات نوع این آوریم. بدست را p۰ مشخص اولیه شرط با

تحت حیوانات گونه�های از برخ برای و معروفند لجستی رشد معادلات به (f = f(p) (یعن ندارد بستگ t زمان به و

p به نسبت ۱/ sin(π(p۲ + p)/۲) تابع از انتگرال�گیری با شدن جدا معادله�ی این جواب هستند. درست خاص شرایط

منظور این برای کنیم. حل اویلر روش با را آن دهید اجازه بنابراین نیست. دست در آن برای اولیه�ای تابع که �شود م حاصل

است: شده فراخوان بالا euler تابع آن در که �نویسیم م را زیر دستورات

f = @(t,p) sin(pi/2*(p+p^2));

n = 15; b=1.5;

p = euler(b,n,f,0.2);

t = 0:b/n:b;

plot(t,p,'x')

ل ش نمودار plot دستور هم انتها در �کند. م تعریف @ ر عمل کم به را راست سمت تابع بالا، برنامه دستور اولین

علامت×مشخصشده�اند. با tk نقاط در اویلر روش با آمده بدست تقریبی مقادیر آن در که �کند م ترسیم برایمان را ١.١

مشاهده که همانطور است. شده حاصل p۰ = ۰٫ ۲ اولیه مقدار با و زیربازه ۱۵ به [۰, ۱٫ ۵] بازه�ی تقسیم با جواب این
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tk نقاط در اویلر روش با تقریبی جواب :١.١ ل ش



۵ عددی؟ آنالیز .١ فصل

مقادیر، محدود تعداد همین داشتن دست در با بخواهیم اگر است. آمده بدست نقطه متناه تعداد در تقریبی جواب �کنید م

موضوع که درونیابی و تقریب �دهد؛ م پیشنهاد ما به راه عددی آنالیز هم باز آوریم بدست هم بازه ر دی نقاط در را جواب

تابع ی تولید و ر همدی به مستقیم خط با نقاط کردن وصل کار این برای راه آسان�ترین است. درس این فصل�های از ی

نیاز تقریب مشتق به که اهداف برای و نیست مشتق�پذیر اما است پیوسته تقریب، تابع این است. پیوسته خط قطعه�ای

در بعداً که است اسپلاین�ها با تقریب نوع ساده�ترین واقع در پیوسته خط قطعه�ای تقریب این نیست. استفاده قابل داریم

رسم ٢.١ ل ش در تابع این نمودار کرد. خواهیم صحبت �دهند، م ارائه را لازم همواری که رشان، دی انواع و آن�ها مورد

است. شده
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ر دی نقاط در جواب تقریب و tk نقاط در اویلر روش با تقریبی جواب :٢.١ ل ش

به �توان م را لجستی معادله جواب رفتار که �دانیم م باشیم آشنا قدری معمول دیفرانسیل معادلات نظریه با اگر

تابع ی که است واضح مثال برای زد. حدس p۰ اولیه شرط و ،f یعن معادله، راست سمت تابع روی از کیف صورت

صورت در جواب این است. صفر برابر ثابت تابع مشتق زیرا f(c) = ۰ باشیم داشته اگر است معادله جواب p = c ثابت

نیز ما روش شود انتخاب c هم p۰ اولیه مقدار و باشد تعادل جواب ی p = c اگر �شود. م نامیده تعادل جواب وجود،

ری دی جواب�های متفاوت اولیه مقادیر انتخاب با است. سان ی دقیق جواب با عددی جواب و �دهد م نتیجه را تابع این

آن از یا �کنند م میل تعادل جواب به یا زمان افزایش با جواب�ها این ول نیستند ثابت توابع لزوماً که �شوند م حاصل

ناپایدار را آن صورت این غیر در و پایدار را تعادل جواب کنند، میل تعادل جواب به ر دی جواب�های اگر �شوند. م دور

نمودار و شده اجرا p۰ = ۰, ۰٫ ۲, ۱, ۱٫ ۵, ۱٫ ۶, ۲, ۲٫ ۳ مختلف اولیه مقادیر برای اویلر روش ٣.١ ل ش در �گوییم. م

هستند تعادل جواب�های p = ۲ و p = ۱ ،p = ۰ توابع اینجا در است. شده رسم ( خط قطعه�ای تقریب (با جواب�ها

تغییر با که دارد نیز ری دی ریشه�های تابع این که است واضح �باشند. م f(p) = sin(π(p۲ + p)/۲) ریشه�های زیرا

اطلاعات داشتن بنابراین کرد. مشاهده را آن�ها به نسبت ر دی جواب�های رفتار و آورد بدست نیز را آن�ها �توان م اولیه مقدار

است. کارساز بسیار آن عددی حل در موفقیت برای ریاض مدل پیرامون
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مختلف اولیه مقادیر با اویلر روش با لجستی معادله تقریبی جواب�های :٣.١ ل ش

مسائل از دسته چه برای �کند؟ م کار همواره کرده�ایم طراح که روش آیا که است این است مطرح که پرسش اکنون

احیاناً (که مسئله واقع جواب به میزان چه تا آمده بدست عددیِ جواب رسید؟ خواهیم خوبی جواب به که هستیم مطمئن

دهیم افزایش را n اگر آیا نیم؟ ب باید چه آوریم بدست بهتر دقت با جوابی بخواهیم اگر است؟ نزدی نیست) دست در

h کردن نصف مثلا با است، مثبت آخر پرسش جواب اگر رسید؟ خواهیم دقیق�تری جواب به دهیم) کاهش را h گام (طول

وریتم ال هر و وریتم ال این که دارند تأکید واقعیت این بر ر دی احتمال سؤالات و سؤالات این �شود؟ م بهتر چقدر جواب

خواند، درسخواهیم این در را آن�ها از برخ که ، متفاوت دیدگاه�های از و گیرد قرار تحلیل“ و ”تجزیه مورد باید ر دی عددی

دو هر به نسبت f(t, p) یعن معادله راست سمت اگر �شود م ثابت عددی آنالیز در مثال برای شود. واقع واکاوی مورد

تقریبی مقدار اختلاف آنگاه شود اختیار کوچ کاف اندازه�ی به h گام طول اگر و باشد مشتق�پذیر کاف اندازه�ی به متغیرش

�کند م صدق زیر کران در p(tn) = p(b) واقع مقدار و اویلر روش از آمده بدست pn

|pn − p(tn)| 6 Cbh,

مثال برای �یابد. م کاهش خط صورت به خطا ،h کاهش با �دهد م نشان بالا کران است. مثبت ثابت ی C آن در که

ایجاد بیشتری خطای باشد بزرگتر b هرچه �دهد م نشان کران این همچنین �شود. م نصف هم خطا کنیم، نصف را h اگر

را آن اثبات ما البته که است، خاص فرضیات تحت اویلر روش برای ساده خطای آنالیز ی نوع به کران این شد. خواهد

نیاوردیم. اینجا در

بعدی هدف رو این از است. ناکارامد مسائل از دسته�ای حل برای همچنین و است کند رایی هم دارای اویلر وریتم ال

و بیشتر مسائل برای که بهتر وریتم�های ال ساختن سمت به همواره عددی آنالیز در است. کاراتر و بهتر وریتم ال ارائه

و �شوند م ظاهر و کشف مهندس و علوم در روز به روز مسائل اینگونه که آنجا از �رویم. م پیش دارند کارایی پیچیده�تر

است. رشد روبه و پویا علم همواره عددی آنالیز دارند، جدید وریتم�های ال به نیاز

است: زیر صورت به بالا ساده�ی مثال از الهام با طبیع پدیده��ی ی تقریبی جواب یافتن برای شده ط روند خلاصه�ی
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طبیع پدیده� −→ ریاض پیوسته مدل −→ گسسته�سازی −→ وریتم ال −→ تقریبی جواب

شود گرفته نظر در اعتبارسنج برای معیارهایی است لازم و است خود به مربوط �های بررس نیازمند مرحله هر از گذر

رشته�ای بین موضوع طبیع پدیده�های مدل�سازیِ شود. اصلاح مرتباً مرحله آن نشده�اند برآورده معیارها آن که مادام تا و

گسسته معادلات به پیوسته معادله�ی از رسیدن فرآیند کرد. نخواهیم صحبت آن مورد در درس این در که است تخصص و

ر، دی سوی از �شود. م اف موش تقریب نظریه عنوان با موضوع در که �شود م شامل را عددی آنالیز از اعظم بخش

باید عددی جبرخط مباحث قالب در معمولا که �شوند م جبری معادلات دستگاههای حل به منجر گسسته مسائل اکثر

به را آن عمده�ی قسمت اما کرد خواهیم صحبت عددی جبرخط مسائل مورد در مقداری درس این در پرداخت. آنها به

باید گسسته مسائل حل وریتم�های ال که است ذکر به لازم پایان، در �کنیم. م موکول است عنوان همین با که بعدی درس

تنگاتنک ارتباط عددی آنالیز ر دی وجه لذا و شوند تحلیل و طراح کامپیوتر علوم پیشرفت�های و توانایی منطق، اساس بر

ی در نمود. سازی پیاده اعتماد قابل و بهینه ل ش به را گسسته مدل�های بتوان تا است علم محاسبات از صحیح فهم و

با و نیستند سازی ذخیره قابل کامپیوتر در دقیق صورت به مختلط) (یا حقیق متغیرهای اینکه به توجه با ساده، حالت

آنالیز و کامپیوتر کارکرد نحوه بررس و مطالعه به معطوف عددی آنالیز از بخش �شوند، م داده نمایش شناور ممیز سیستم

نگارش منظور همین به درس این دوم فصل از بخش�هایی است. متغیرها این نمایش و سازی ذخیره در شده ایجاد خطاهای

است. شده



٢ فصل

پایداری مفهوم و خطاها

آن برای تقریبی جواب ی پیوسته مدل ی تحلیل جواب یافتن جای به عمل در کردیم مشاهده ١ فصل در که همانگونه

نوع بجای تقریبی مقادیر و کمیت�ها معادلات، از است لازم جوابی چنین یافتن فرآیند مختلفِ مراحل در �آوریم. م بدست

مجموعه�ای از پیوسته معادله�ی بجای حقیقت در �کنیم م گسسته�سازی را پیوسته مدل وقت مثلا کنیم. استفاده دقیقشان

صورت به کامپیوتر در وریتم ال در استفاده مورد توابع و اعداد همه�ی همچنین �کنیم. م استفاده گسسته معادلات از متناه

اینجا در شود. کنترل مرحله هر در دقیقشان نوع و تقریب�ها این بین اختلاف و ارتباط است لازم �شوند. نم ذخیره دقیق

و مطلق خطای مورد در آن از قبل �شویم. م آشنا کامپیوتر در اعداد ذخیره�سازی نحوه�ی با و �کنیم م شروع اعداد تقریب با

�دهیم. م ارائه توضیحات نسبی خطای

نسبی و مطلق خطای ١.٢

وجود خطا اندازه�گیری برای مختلف متر دو معمولا �نامیم. م ”خطا“ را آن تقریبی مقدار و کمیت ی واقع مقدار اختلاف

از عبارتست تقریب این مطلق خطای باشد، آن از تقریبی x̂ و x ∈ R کنیم فرض دارد:

|x̂ − x|

از عبارتست تقریب این نسبی خطای x ̸= ۰ اگر و

|x̂ − x|
|x|

.

نسبی خطای معمولا محاسبات در �شود. م تعریف
√

Re(x)۲ + Im(x)۲ با که است x اندازه�ی |x| آنگاه x ∈ C اگر

خطای x̂ 7→ αx̂ و x 7→ αx اگر که معن این به نیست مقیاس به وابسته مطلق خطای برخلاف چراکه است توجه مورد

به آوریم. بدست نسبی یا مطلق خطای برای بالا کران ی که است مطلوب موارد از بسیاری در کرد. نخواهد تغییر نسبی

٨
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صورت به آن نمایش از قسمت که است رقم بینهایت با اعشاری نمایش ی دارای π گنگ عدد که �دانیم م مثال عنوان

۳٫ ۱۴۱۵۹۲۶۵۳۵۸۹۷۹ · · ·

مطلق خطای کران با π از تقریبی x̂ = ۳٫ ۱۴۲ عدد است.

|π − ۳٫ ۱۴۲| 6 ۰٫ ۵ × ۱۰−۳

با را مطلق خطای و �کنیم م استفاده برداری نرم از قدرمطلق به�جای باشد Rn در برداری x اگر است.

∥x̂ − x∥

با را نسبی خطای و
∥x̂ − x∥
∥x∥

, x ̸= ۰,

به نرم x = (x۱, . . . , xn) ∈ Rn برای کنیم فرض مثال برای است. برداری نرم ی ∥ · ∥ آن�ها در که �کنیم م تعریف

باشد شده تعریف زیر صورت

∥x∥∞ := max
۱6k6n

|xk|, (١.٢)

.x̂ = (۰٫ ۹۹۹۷, ۲٫ ۰۰۳۲,−۲٫ ۹۸۴۰) و x = (۱, ۲,−۳) کنیم فرض �گوییم. م بینهایت نرم یا ماکزیمم نرم آن به که

داریم صورت این در

∥x − x̂∥∞ = ∥(۰٫ ۰۰۰۳,−۰٫ ۰۰۳۲,−۰٫ ۰۱۶۰)∥∞ = ۰٫ ۰۱۶۰.

صورت به را دو) نرم (یا اقلیدس نرم �توان م مثال برای کرد. تعریف Rn روی �توان م که نیست نرم تنها بینهایت نرم

∥x∥۲ :=

(
n∑

k=۱

|xk|۲
)۱/۲

, (٢.٢)

�شود م تعریف زیر صورت به برداری p-نرم ی کل طور به کرد. تعریف

∥x∥p :=

(
n∑

k=۱

|xk|p
)۱/p

, p > ۱. (٣.٢)

داریم بالا مثال در است. مختلط عدد اندازه�ی همان | · صورت| این در و برقرارند نیز x ∈ Cn برای تعاریف این

∥x − x̂∥۲ =
√

(۰٫ ۰۰۰۳)۲ + (۰٫ ۰۰۳۲)۲ + (۰٫ ۰۱۶۰)۲ .
= ۰٫ ۰۱۶۳.



نسبی و مطلق خطای ١.٢ ١٠

عبارت مقدار بالا در مثلا است. شده ذکر اعشار ارقام تعداد تا تساوی منظورمان کنیم استفاده .
= نماد از هرگاه پس این از

است. ی ۰٫ ۰۱۶۳ با رقم چهار تا که است ۰٫ ۰۱۶۳۱۹۶۲۰۰۹۳۶۲ · · · ال رادی

قابل مفهوم این دار نرم فضای هر در �تر کل حالت در �رود. نم کار به بردارها) (و اعداد مورد در تنها خطا عبارت

نرم ی باشد. [a, b] بازه�ی روی -مقدار حقیق پیوسته توابع همه فضای C[a, b] کنید فرض مثال عنوان به است. تعریف

صورت به فضا این روی

∥f∥∞ := max
x∈[a,b]

|f(x)| (۴.٢)

روشن و است C[۰, ۱] در f(x) = x۲ تابع مثال برای �گویند. م چبیشف) نرم (یا بینهایت نرم آن به که �شود م تعریف

درونیاب ی تقریب (این بزنیم. تقریب [۰, ۱] روی f̂(x) = x تابع با را تابع این فرضکنید حال .∥f∥∞ = ۱ که است

ماکزیمم که e(x) := x۲−x از عبارتست تقریب خطای کرد). خواهیم صحبت آن مورد در بعد فصل در که است f خط

در .∥e∥∞ = ۰٫ ۲۵ بنابراین �دهد. م رخ |e(۰٫ ۵)| = ۰٫ ۲۵ مقدار با x = ۰٫ ۵ نقطه�ی در [۰, ۱] روی آن مطلق قدر

شده�اند. مشخص خطا این مقدار و داده رخ آن در ماکزیمم خطای که نقطه�ای و تابع دو این نمودار ١.٢ ل ش
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تقریب. این ماکزیمم خطای و x خط تابع با x۲ تابع تقریب :١.٢ ل ش

مثال عنوان به کرد. تعریف مختلف نرم�های �توان م هم C[a, b] فضای برای گفتیم، Rn فضای مورد در آنچه همانند

�شود م تعریف زیر صورت به ی نرم

∥f∥۱ :=

∫ b

a

|f(x)|dx. (۵.٢)

روی f(x) = x۲ برای مثال عنوان به است. تعریف قابل بالا انتگرال است، فشرده [a, b] و پیوسته |f | اینکه به توجه با

داریم [۰, ۱]

∥f∥۱ =

∫ ۱

۰

x۲dx =
۱

۳
,
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داریم ی نرم در آن خط تقریب خطای برای و

∥e∥۱ =

∫ ۱

۰

|x − x۲|dx =
۱

۶
.
= ۰٫ ۱۶۶۷.

بر است. بهتر ما تقریب یعن باشد کمتر مساحت این چه هر است. x و x۲ نمودار دو بین مساحت ی نرم حقیقت در

نمودار) دو بین (مساحت بازه کل روی خطا ، ی نرم �گیرد، م نظر در بازه نقطه�ی بدترین در را خطا که بینهایت نرم خلاف

صورت به که است دو نرم توابع، نرم�های استفاده�ترین پر از ر دی ی �کند. م محاسبه را

∥f∥۲ :=

(∫ b

a

f(x)۲dx

)۱/۲

, (۶.٢)

مذکور خط تقریب خطای برای است. تعریف قابل انتگرال است، فشرده [a, b] و پیوسته f۲ چون هم باز �شود. م تعریف

داریم دو نرم در

∥e∥۲ =

(∫ ۱

۰

(x − x۲)۲dx

)۱/۲

=
۱√
۳۰

.
= ۰٫ ۱۸۲۶.

است. بازه کل روی خطا مربعات مجموع جذر واقع در خطا دوی نرم

اعداد ماشین نمایش ٢.٢

�کنیم. م استفاده ( دهده (دستگاه ۱۰ مبنای در ان م ارزش دستگاه از اعداد نمایش برای خود روزمره�ی زندگ در ما

ان م و کاراکترهایش ارزش به عدد مقدار �کنیم. م استفاده ۹ ،. . . ،۱ ،۰ کاراکترهای از عدد ی دادن نشان برای بنابراین

یعن ۳۴۶٫ ۴۹۷۵ عدد مثال برای است. وابسته آنها

۳ × ۱۰۲ + ۴ × ۱۰۱ + ۶ × ۱۰۰ + ۴ × ۱۰−۱ + ۹ × ۱۰−۲ + ۷ × ۱۰−۳ + ۵ × ۱۰−۴.

۳٫ ۱۴۹۹۹۹۹ · · · مثلا شود. تکرار اعشار از بینهایت۹بعد اینکه ر صورتبالاستم به تا ی نمایش دارای حقیق عدد هر

به�کار نیز ۱۰ از غیر مبناهای در را ان م ارزش دستگاه �توان م همچنین هستند. حقیق عدد ی نمایش دو هر ۳٫ ۱۵ و

به�صورت �توان م را a مثبت حقیق عدد هر گرفت. نظر در مبنا عنوان به �توان م را β ≥ ۲ صحیح عدد هر برد.

a = dnβn + dn−۱β
n−۱ + · · · + d۱β

۱ + d۰β
۰ + d−۱β

−۱ + d−۲β
−۲ + · · · ,

فشرده�تر یا

a = (dndn−۱ · · · d۱d۰/d−۱d−۲ · · · )β ,

اعشار از بعد β − ۱ بینهایت که زمان ر م است بفرد منحصر بالا نمایش .di ∈ {۰, ۱, . . . , β − ۱} که داد نشان

همچنین و بود خواهد ساده�ترین ۲ مبنای بنابراین است. ساده�تر محاسبات باشد تر کوچ مبنا چه هر باشد. داشته وجود



اعداد ماشین نمایش ٢.٢ ١٢

است روشن یا لامپ (مثلا �دهند م نمایش راحت به را ( ی و (صفر حالت دو همواره تری ال و انی م اجزای چون

به و است رایانه� در اعداد نمایش مبنای ۲ غالباً رو این از ،(... و پادساعتگرد یا است ساعتگرد یا میدان جهت خاموش، یا

�شود. م بیتگفته دودویی دستگاه در رقم هر �گویند. م دودویی دستگاه آن

آخر در و �پردازیم م آن�ها به ادامه در که کرد استفاده نمایش نوع دو از �توان م کامپیوتر در حقیق اعداد ذخیره�ی برای

�شود. م استفاده دوم نمایش از امروزی ماشین�های در که دید خواهیم

شناور ممیز و ثابت ممیز نمایش ١.٢.٢

در ممیز از قبل ارقام برای رقم n و ممیز از بعد ارقام برای رقم t حافظه، محدوديت خاطر به ثابت ممیز نمايش دستگاه در

به اعداد كل فرم دستگاه اين در بنابراين �شود. م گرفته نظر در علامت برای نيز بيت يك همين�طور و �شود. م گرفته نظر

صورت

a = ±(dn−۱dn−۲ · · · d۱d۰/d−۱d−۲ · · · d−t)β,

است: زیر خواص دارای مجموعه این دهیم. م نمایش F۰(β, n, t) با را دستگاه این اعداد مجموعه�ی بود. خواهد

که کنید دقت است. ۲ × βn × βt − ۱ آن اعضای تعداد و است حقیق اعداد از زیرمجموعه ی F۰(β, n, t) •

دارد. −۰ و +۰ نمایش دو صفر عدد دستگاه این با

از عبارتست دستگاه این در مثبت عدد بزرگترین ،γ = β − ۱ اینکه فرض با •

xmax =
(
γγ · · · γ︸ ︷︷ ︸

تا n

/ γγ · · · γ︸ ︷︷ ︸
تا t

)
β

= γ

n−۱∑
i=−t

βi = βn − β−t ≈ βn.

از عبارتست دستگاه این در قدرمطلق لحاظ از مثبت عدد ترین کوچ •

xmin =
(

۰۰ · · · ۰︸ ︷︷ ︸
تا n

/ ۰۰ · · · ۰︸ ︷︷ ︸
تا t−۱

۱
)

β
= β−t.

دارند. قرار [−xmax, xmax] بازه�ی در هم�فاصله به�صورت اعداد یعن است. نواخت ی دستگاه این در اعداد توزیع •

است. β−t متوال عدد دو فاصله�ی

نمایش برای بیت n+ t+ ۱ دستگاه این در �شد. م انجام ۲ مبنای در ثابت ممیز دستگاه با محاسبات کامپیوترها اولین در

[−xmax, xmax] ≈ بازه�ی که است این در دستگاه این ضعف است. علامت بیت بیتها، از ی که است لازم عدد ی

محدود حافظه�ی که شود انتخاب بزرگ بسیار n آنکه ر م نیست حقیق اعداد از بزرگ آنچنان محدوده�ی [−۲n, ۲n]

یعن است، نواخت ی دستگاه این در اعداد توزیع که �شود م ناش آن�جا از ضعف این �دهد. نم را اجازه�ای چنین کامپیوتر
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استفاده شناور ممیز دستگاه از امروزی کامپیوترهای در رو این از است. ی بزرگ اعداد و کوچ اعداد روی آن حساسیت

به�فرم a حقیق عدد هر شناور ممیز دستگاه در �شود. م

a = ±m × βe, β−۱ 6 m < ۱, e ∈ Z,

و نما را e مانتیس، را m اعشاری قسمت تاست. ی نمایش چنین صفر غیر حقیق عدد هر برای �شود. م داده نمایش

مانتیس برای رقم t تعداد اگر �شوند. م انتخاب محدود نما و مانتیس ارقام تعداد عمل در �گوییم. م مبنا را β معمول طبق

داد نمایش را زیر ل ش به شناور ممیز اعداد �توان م تنها شود، محدود متناه بازه ی در نما و شود استفاده

a = ±m × βe = ±(۰/d۱d۲ · · · dt)β × βe, di ∈ {۰, ۱, . . . , β − ۱}, (٧.٢)

نما محدوده�ی و است اعشار از بعد رقم t تا m شده�ی گرد m طوری�که

L 6 e 6 U,

قابل دستگاه این با که اعدادی مجموعه به و d۱ ̸= ۰ �کنیم م فرض همواره باشد منحصربفرد بالا نمایش اینکه برای است.

زیر خواص دارای دستگاه این �دهیم. م نمایش F(β, t, L, U) با را آن و �گوییم م نرمال شناور ممیز اعداد هستند نمایش

است:

آن اعضای تعداد که داد نشان �توان م راحت به و است حقیق اعداد از زیرمجموعه�ای F(β, t, L, U) مجموعه�ی •

است. ۲ × (β − ۱) × βt−۱ × (U − L + ۱)

از عبارتست دستگاه این در مثبت عدد بزرگترین ،γ = β − ۱ اینکه فرض با •

xmax =
(
۰/ γγ · · · γ︸ ︷︷ ︸

تا t

)
β
× βU = (β − ۱)βU

t∑
i=۱

β−i = βU(۱ − β−t) ≈ βU .

از عبارتست دستگاه این در قدرمطلق لحاظ از مثبت عدد ترین کوچ •

xmin =
(
۰/۱ ۰۰ · · · ۰︸ ︷︷ ︸

تا t−۱

)
β
× βL = βL−۱.

نمایش دارای و مثبت عدد ی x ∈ F(β, t, L, U) اگر حقیقت در نیست. نواخت ی دستگاه این در اعداد توزیع •

x+ نمایش= دارای �شود م داده نشان x+ با که آن از بعد بلافاصله ماشین عدد باشد، x = (۰/d۱ · · · dt)β ×βe(
۰/ ۰۰ · · · ۰︸ ︷︷ ︸

تا t−۱

۱
)

β
×βe = βe−t از عبارتست آنها فاصله�ی رو این از است.

(
۰/d۱ · · · dt + ۰/ ۰۰ · · · ۰︸ ︷︷ ︸

تا t−۱

۱
)

β
×βe

بود. خواهد بیشتر آن�ها فاصله�ی باشند) بزرگتر (اعداد باشد بزرگتر نما هرچه یعن است، نما به وابسته بوضوح که
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�گوییم. م شناور ممیز اعداد دامنه�ی را Ω = [−xmax, xmax] بازه�ی

شده داده نمایش ٢.٢ ل ش در اعداد این مثبت نیمه�ی یرید. ب نظر در را F(۲, ۳,−۱, ۲) شناور ممیز دستگاه .١.٢ مثال
ترین کوچ و (۰٫ ۱۱۱)۲×۲۲ = ۳٫ ۵ آن عضو بزرگترین بالا فرمول�های طبق که دارد عضو ۳۲ دقیقاً Fمجموعه�ی است.

ی همچنین نیست، نواخت ی نقاط توزیع که �کنید م مشاهده است. (۰٫ ۱۰۰)۲ × ۲−۱ = ۰٫ ۲۵ آن عضو مثبت عدد

دارد. وجود صفر اطراف بزرگ نسبتاً خال فضای

 

 

 

1 1
0 1 2 3

4 2

 

F(۲, ۳,−۱, ۲) نرمال دستگاه مثبت اعداد :٢.٢ ل ش

ماشین اپسیلون آن از بعد بلافاصله عدد و ۱ عدد فاصله�ی به F(β, t, L, U) نرمال شناور ممیز دستگاه در .١.٢ تعریف
�دهند. م نمایش ϵM با و �گویند م

لذا است ،۱+ =
(
۰٫ ۱ ۰۰ · · · ۰︸ ︷︷ ︸

تا t−۲

۱
)

β
× β۱ آن از بعد بلافاصله عدد و ۱ = (۰٫ ۱۰۰ · · · ۰)β × β۱ اینکه به توجه با

.ϵM = β۱−t

نگاشت با �توان م نباشد، F عضو اما بوده Ω در a حقیق عدد اگر ،F(β, t, L, U) ⊂ Ω است واضح

fl : Ω −→ F(β, t, L, U),

باشد. a قبل یا بعد بلافاصله شناور ممیز اعداد از ی �تواند م عدد این که داد نمایش a شناور ممیز عدد ی با را آن

گردکردن و (بریدن) سمتصفر به گردکردن به �توان م جمله از �گوییم. م گردکردن را نگاشت این .a = fl(a) �نویسیم م

سمت به گردکردن و بالا) به (گردکردن سمت∞+ به گردکردن همچنین کرد. اشاره شناور ممیز عدد ترین نزدی سمت به

و عادی شناور ممیز حساب در ترین نزدی به گردکردن و بریدن گرفت. درنظر �توان م نیز را پایین) به (گردکردن −∞

دارند. کاربرد بازه�ای ممیزشناور حساب در پایین و بالا به گردکردن

سمت به a شده�ی گرد یا شده بریده آنگاه باشد، a = ±(۰/d۱ · · · dtdt+۱ · · · )β ×βe به�صورت a ∈ Ω اگر بریدن:

بریدن نگاشت اگر این�رو از دارد. قرار سمتصفر به aحرکت راه سر که است F(β, t, L, U) مجموعه�ی عضو اولین صفر

داریم: دهیم، نشان flc با را

a = flc(a) = ±(۰/d۱ · · · dt)β × βe.
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مطلق خطای لحاظ از که دید �توان م a∣∣بسادگ − flc(a)
∣∣ = (۰/ ۰۰ · · · ۰︸ ︷︷ ︸

تا t

dt+۱ · · · )β × βe

6 (۰/ ۰۰ · · · ۰︸ ︷︷ ︸
تا t−۱

۱)β × βe

= βe−t,

(٨.٢)

نسبی خطای لحاظ از a∣∣و − flc(a)
∣∣

|a|
6 βe−t

(۰/d۱ · · · dtdt+۱ · · · )β × βe

=
β−t

(۰/d۱ · · · dtdt+۱ · · · )β

6 β−t

(۰/۱۰ · · · ۰)β

= β۱−t.

(٩.٢)

مانتيس ارقام تعداد به فقط و ندارد بستگ (نما) عدد اندازه به نسبی خطای بالای كران �شود، م ملاحظه كه همانگونه

این و ندارد نسبی خطای در تأثیری اما است زیاد بزرگ متوال عدد دو فاصله�ی چه اگر که �بینیم م بنابراین �باشد. م وابسته

است. شناور ممیز اعداد مزیت

عددی ترین، نزدی به a شده�ی گرد آنگاه ،a = ±(۰/d۱ · · · dtdt+۱ · · · )β × βe اگر ترین: نزدی به کردن گرد

�دهیم. م نشان flrn با را ترین نزدی به گردکردن نگاشت دارد. a با را فاصله نزدکترین که است F(β, t, L, U) عضو

a+ = و a− = ±(۰/d۱ · · · dt)β × βe از عبارتند F در a بعد و قبل بلافاصله شناور ممیز اعداد اینکه به توجه با

وسط عدد از a اگر است. عدد دو این از ی a شده�ی گرد حالت این در پس ،±(۰/d۱ · · · dt + ۰/ ۰۰ · · · ۰︸ ︷︷ ︸
تا t−۱

۱)β × βe

داد نشان �توان م به�سادگ .flrn(a) = a+ این�صورت غیر در flrn(a) = a− باشد تر کوچ دو این

∣∣a − flrn(a)
∣∣ 6 ۱

۲
βe−t,

∣∣a − flrn(a)
∣∣

|a|
6 ۱

۲
β۱−t. (١٠.٢)

ماشین�های اکثر در این�رو از است، بریدن نصف ترین نزدی به گردکردن نسبی و مطلق خطای پس ببینید. را ٣ پرسش

برای ادامه در �شود. م استفاده ترین نزدی به گردکردن نگاشت از پیش�فرض صورت به کامپیوترها بخصوص و محاسبات

شود. ذکر آن خلاف اینکه ر م است ترین“ نزدی به ”گردکردن همان ”گردکردن“ از منظور اختصار رعایت

اولین (پایین) بالا به a شده�ی گرد a = ±(۰/d۱ · · · dtdt+۱ · · · )β × βe اگر پایین: به گردکردن و بالا به گردکردن

(مثبت) منف عددی a اگر بنابراین است. (−∞) سمت∞+ به a از حرکت راه سر که است F(β, t, L, U) عضو عدد

برای که کران�هایی داد نشان �توان م راحت به هستند. ی دو هر آن شده�ی بریده و (پایین) بالا به آن شده�ی گرد باشد،

ببینید. را ۴ پرسش برقرارند. نیز پایین و بالا سمت به گردکردن برای آمدند، بدست بریدن حالت در نسبی و مطلق خطای
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طوری�که به u مثبت و حقیق عدد ،fl گردکردن نگاشت با همراه F(β, t, L, U) دستگاه در .٢.٢ تعریف

fl(۱ + δ) = ۱, ∀δ 6 u,

�گویند. م گردکردن واحد را

t مقدار به فقط ماشین اپسیلون که حال در دارد، بستگ fl نگاشت نوع به هم و t مقدار به هم گردکردن واحد مقدار

داد نشان �توان م به�راحت ماشین اپسیلون مقدار به توجه با است. وابسته

u =

 ۱
۲β−t+۱, شود استفاده گردکردن از اگر

β−t+۱, شود استفاده بریدن از اگر
. (١١.٢)

نابیشتر نسبی خطای با �توان م را باشد داشته قرار F دامنه�ی در که حقیق عدد هر ،F(β, t, L, U) دستگاه ی در

طوری�که باشد حقیق عدد ی x اگر (١١.٢) و (١٠.٢) ،(٩.٢) روابط به توجه با داد. نمایش u گردکردن واحد از

داریم ،xmin 6 |x| 6 xmax

fl(x) = x(۱ + ε), |ε| 6 u. (١٢.٢)

واحد مقدار �شوند. م داده نمایش برابر تقریباً نسبی دقت ی با کوچ اعداد و بزرگ اعداد شناور ممیز دستگاه ی در

مثال عنوان به �گیرد. م قرار استفاده مورد نسبی خطاهای و نسبی تغییرات در نسبی معیار ی عنوان به همواره u گردکردن

است. وابسته گردکردن واحد به معمولا تکراری وریتم�های ال در توقف معیار

بزرگ نسبتاً خال فضای ی همچنین و �شود نم داده نمایش صفر عدد نرمال شناور ممیز اعداد دستگاه در که دیدیم

زیرنرمال عدد ی �کنیم. تعریفم را زیرنرمال اعداد فضا پوششاین همچنین و تعریفصفر برای دارد. وجود اطرافصفر

به�صورت

a = ±(۰٫ ۰d۲ · · · dt)β × βL, di ∈ {۰, ۱, . . . , β − ۱}, (١٣.٢)

با است. L یعن کران کمترین برابر نما و صفر برابر عدد این در ممیز از بعد بلافاصله رقم که داریم توجه �شود. م تعریف

١.٢ مثال در که F(۲, ۳,−۱, ۲) دستگاه در نمونه عنوان به است. بفرد منحصر نمایش این است ثابت نما اینکه به توجه

از عبارتند زیرنرمال اعداد شد، بررس

±(۰٫ ۰۰۱)۲۲
−۱ = ± ۱

۱۶
, ±(۰٫ ۰۱۰)۲۲

−۱ = ± ۲

۱۶
, ±(۰٫ ۰۱۱)۲۲

−۱ = ± ۳

۱۶
,

است. شده ترسیم ٣.٢ ل ش در نرمال اعداد همراه به آن�ها مثبت نیمه�ی که

x ∈ اگر که حال در �شود، نم تعریف fl(x) مقدار آنگاه x ∈ (−∞,−xmax) ∪ (xmax,∞) اگر .١.٢ ملاحظه
گوییم اول حالت در باشند). نشده تعریف زیرنرمال اعداد اگر (حت است تعریف قابل گردکردن نگاشت (−xmin, xmin)
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F(۲, ۳,−۱, ۲) در زیرنرمال و نرمال مثبت اعداد :٣.٢ ل ش

پی�ریز گوییم دوم حالت در باشند شده تعریف زیرنرمال اعداد اگر است. داده رخ پی�ریز گوییم دوم حالت در و سرریز

داده رخ تدریج پی�ریز گوییم باشد زیرنرمال عدد ی حقیق عدد ی نمایش وقت حقیقت در است. داده رخ تدریج

و منظم�تر را ناحیه این زیرنرمال اعداد کردن اضافه نرمال، اعداد در صفر اطراف بزرگ نسبتاً خال فضای به توجه با است.

کنید. مقایسه دوباره را ٣.٢ و ٢.٢ ل�های ش موضوع این بهتر لمس برای ��کند. م نواخت�تر ی

IEEE استاندارد ٢.٢.٢

جدید کامپیوترهای همه در تقریباً اما ��شود، م استفاده دهده شناور ممیز دستگاه از ماشین�حساب�ها از برخ در اگرچه

�کردند م استفاده دستگاه این از آن�ها بیشتر کامپیوترها توسعه�ی عصر اوایل در �گیرد. م قرار استفاده مورد دودویی دستگاه

منجر تفاوت�ها اين داشت. وجود نرمال�سازی نحوه�ی حت و نما محدوده�ی و مانتيس های اندازه و مبنا در تفاوت�هایی اما

حساب برای استاندارد ی وجود به نیاز راستا اين در . �گرديد م متفاوت ماشين�های روی افزارها نرم ناپذيری انتقال به

ویلیام سرپرست به کامپیوتر علوم دانشمندان و افزار سخت تولید کارخانجات اری هم نتیجه در تا شد باعث شناور ممیز

و برق مهندسان انجمن در اعداد نمايش برای استانداردی میلادی ١٩٨۵ سال در ، برکل در کالیفرنیا اه دانش از ١ کاهان

نام .۴ گرفت قرار (IEC) ٣ ترونی ال بین�الملل کمسیون تأیید مورد ١٩٨٩ سال در که شود وضع (IEEE) ٢ ترونی ال

�کنند. م پیروی آن از دودویی شناور ممیز محاسبات برای کامپیوترها اکثر امروزه و است IEEE 754 استاندارد این

۶۴ دوم در و ۳۲ اول در که �کند م پشتیبان را دوبرابر دقت و معمول دقت عمده�ی فرمت دو IEEE 754 استاندارد

F(۲, ۲۴,−۱۲۵, ۱۲۸) دستگاه با دودویی دقتمعمول �گیرد. م قرار استفاده مورد شناور ممیز عدد نمایشهر بیتبرای

و هستند نرمال اعداد شامل هم دو هر و �شوند م ساخته F(۲, ۵۳,−۱۰۲۱, ۱۰۲۴) دستگاه با دودویی دوبرابر دقت و

منف علامت (برای نمایشعلامت برای بیت ۱ ،a شناور ممیز عدد ی نمایش برای معمول دقت در زیرنرمال. اعداد هم

نظر در مانتیس نمایش برای بیت ۲۳ و نما نمایش برای بیت ۸ است)، صفر آن مقدار مثبت علامت برای و ی آن مقدار

�شود. م استفاده مانتیس برای بیت ۵۲ و نما برای بیت ۱۱ علامت، نمایش برای بیت ۱ دوبرابر دقت در �شود. م گرفته�

محسوب نیز بازه�ای آنالیز محققین اولین از کرده، دریافت را تورینگ جایزه ،IEEE 754 استاندارد ابداع زمینه�ی در تلاش�هایش به�خاطر که ١وی

�شود م
٢Institute of Electrical and Electronics Engineers (IEEE).
٣International Electronical Commission (IEC).

�باشد. م ترونی ال زمینه�ی در جهان استاندارد سازمان ی ، (ISO) بین�الملل استاندارد سازمان همانند IEC که است ذکر ۴قابل
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به�صورت a از a تقریب باشد، نرمال شناور ممیز عدد ی a اگر

a = ±(۱/m)۲ × ۲e, emin 6 e 6 emax, (١۴.٢)

این در مانتیس نرمال�سازی بنابراین است، ۱ همیشه نرمال اعداد برای ممیز از قبل رقم اینکه نکته �شود. م گرفته نظر در

�گویند. م پنهان بیت آن به و �شود نم ذخیره است) ۱ برابر همواره (که بیت این است. (٧.٢) معادله�ی از متفاوت معادله

قرار استفاده مورد نما نمایش برای بیت آن و �شود م استفاده کمتر بیت ی مانتیس نمایش برای که است علت همین به

�شود نم استفاده �شود، م استفاده علامتدار صحیح اعداد ذخیره برای که دو، مل م روش از نما نمایش برای �گیرد. م

بدون صحیح عدد ی به�صورت و شده جمع توان این با نما و �شود م گرفته نظر در نما نمایش برای اُریبی توانِ ی ه بل

emax = ۱۲۷ و emin = −۱۲۶ معمول دقت در (١۴.٢) و (٧.٢) فرمول�های مقایسه�ی با ��شود. م ذخیره علامت

بدون صحیح عدد ،e نمای به�جای رو این از و �شود م گرفته نظر در ۲۸−۱ − ۱ = ۱۲۷ برابر اریبی توان همچنین و

گرفته نظر (در بیت ۸ در ۱۰۷ عدد آن به�جای باشد −۲۰ برابر نما اگر مثال عنوان به �شود. م ذخیره e + ۱۲۷ علامت

برابر اریبی توان و emax = ۱۰۲۳ و emin = −۱۰۲۲ دوبرابر دقت در �شود. م ذخیره دودویی به�صورت نما) برای شده

۲٫ ۰×۲۱۲۷ .
= ۳٫ ۴۰۲۸×۱۰۳۸ معمول دقت با دستگاه در نمایش قابل عدد بزرگترین �باشد. م ۲۱۱−۱ −۱ = ۱۰۲۳

ترین کوچ همچنین است. ۲٫ ۰ × ۲۱۰۲۳ .
= ۱٫ ۷۹۷۷ × ۱۰۳۰۸ دوبرابر دقت با دستگاه در نمایش قابل عدد بزرگترین و

به ۱٫ ۰ × ۲−۱۰۲۲ .
= ۲٫ ۲۲۵۱ × ۱۰−۳۰۸ و ۱٫ ۰ × ۲−۱۲۶ .

= ۱٫ ۱۷۵۵ × ۱۰−۳۸ نمایش قابل نرمال مثبت اعداد

پشتیبان را گردکردن نگاشت�های تمام اعداد نمایش برای دستگاه�ها این هستند. دوبرابر و معمول دقت�های در ترتیب

برابر گردکردن واحد این�رو از است، ترین نزدی به گردکردن آن�ها پیش�فرض اما �کنند م

u =

 ۲−۲۴ ≈ ۵٫ ۹۶ × ۱۰−۸, معمول دقت در

۲−۵۳ ≈ ۱٫ ۱۱ × ۱۰−۱۶, دوبرابر دقت در
.

است. ماشین اپسیلون نصف مورد هر در آن مقدار که است

نمایش با زیرنرمال عدد ی

a = ±(۰/m)۲ × ۲emin , (١۵.٢)

ذخیره تغییر بدون m ̸= ۰ مانتیس اما �شود، م ذخیره e = emin − ۱ نمای emin بجای �شود: م ذخیره زیر صورت به

در گفت �توان م ر دی عبارت به �شود. م ذخیره −۱۲۷ عدد نما در −۱۲۶ بجای معمول دقت در مثال برای �شود. م

عدد ترین کوچ است. زیرنرمال عدد ی عدد آن باشد، صفر غیر مانتیس و −۱۲۷ شده ذخیره نمای اگر معمول دقت

و (۰٫ ۰۰ · · · ۰۱)۲۲
−۱۲۶ = ۲−۲۳−۱۲۶ .

= ۱٫ ۴۰۱۳ × ۱۰−۴۵ از عبارتست معمول دقت با نمایش قابل زیرنرمال مثبت

.۲−۵۲−۱۰۲۲ .
= ۴٫ ۹۴۰۷ × ۱۰−۳۲۴ از عبارتست دوبرابر دقت با

هم از را منف صفر و مثبت صفر نیز علامت بیت است. صفر برابر مانتیس و emin − ۱ برابر نما ،±۰ نمایش برای

انجام در آن ر دی استفاده�ی و است منف پی�ریز و مثبت پی�ریز تشخیص علامتدار صفر از مهم استفاده ی �کند. م متمایز

�شود. م ظاهر مختلط توابع با محاسبات
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IEEE 754 استاندارد در اعداد نمایش نحوه�ی :١.٢ جدول
نما مانتیس نمایش

e = emin − ۱ m = ۰ ±۰

e = emin − ۱ m ̸= ۰ ±(۰/m)۲ × ۲emin

emin 6 e 6 emax ±(۱/m)۲ × ۲e

emax + ۱ m = ۰ ±∞

emax + ۱ m ̸= ۰ NaN

IEEE استاندارد در مختلف فرمت�های :٢.٢ جدول
فرمت�ها انواع نیاز مورد بیت t e emin emax

معمول بیت ۳۲ ۲۳ + ۱ بیت ۸ −۱۲۶ ۱۲۷

دوبرابر بیت ۶۴ ۵۲ + ۱ بیت ۱۱ −۱۰۲۲ ۱۰۲۳

باشیم داشته a ̸= ۰ با a
۰ که حالت در مقدار این است. صفر برابر مانتیس و emax + ۱ برابر نما نمایش∞±، برای

ریاض قراردادهای از نماد این همچنین �شود. م داده نمایش Infعلامت با مت�لب نرم�افزار در مثلا �شود. م داده برگشت

ریاض واقعیت به بسیار IEEE استاندارد �کند. م تبعیت نیز a
∞ = ۰ و (−۱) ×∞ = −∞ و ∞ + ∞ = ∞ نظیر

�کند. م پشتیبان نیز را
√
−۱ و ۰ × ∞ ،+∞ + (−∞) ، ۰

۰ قبیل از خاص محاسبات حت که آنجا تا است نزدی

آن ذخیره�ی برای که �شوند م “Not a Number” مفصل به�صورت یا NaN ی نمایش به منجر حالات این از ی هر

عدد ی و NaN ی اگر داریم. NaN ی m ̸= ۰ هر به�ازای اینکه نکته �شود. م گرفته نظر در m ̸= ۰ و e = emax + ۱

مقدارده که متغیری برای همچنین بود. خواهد NaN حتماً حاصل شوند ترکیب اصل عمل چهار با معمول شناور ممیز

�شود. م گرفته نظر در پیش�فرض به�صورت NaN ی نیز نشده تعریف داده�های برای گاه یا نشده اولیه

همچنین IEEE استاندارد است. آمده IEEE استاندارد در حالات انواع نمایش برای مانتیس و نما مقادیر ١.٢ جدول در

فرمت� دو بین مقایسه�ای ٢.٢ جدول در �پردازیم. نم آن به اینجا در که ��کند م پشتیبان نیز را توسعه�یافته دقت با فرمت دو

است. شده بیان حالت هر در +۱ به�صورت پنهان بیت است. شده� نشان دوبرابر و معمول

و ۸۹ = (۱۰۱۱۰۰۱)۲ داریم کنیم. ذخیره معمول دقت با IEEE استاندارد در را +۸۹٫ ۷۵ عدد �خواهیم م .٢.٢ مثال
نوشت �توان م بنابراین .۰٫ ۷۵ = (۰٫ ۱۱)۲ داریم عدد این اعشار قسمت برای نیز

+۸۹٫ ۷۵ = (۱۰۱۱۰۰۱٫ ۱۱)۲ = (۱٫ ۰۱۱۰۰۱۱۱)۲ × ۲۶,

نما به�جای ول �شود م ذخیره صورت همین به مانتیس هستند. m = ۰٫ ۰۱۱۰۰۱۱۱ مانتیس و e = ۶ نما این�رو از

۰ علامت بیت مقدار است مثبت عدد علامت چون �شود. م ذخیره بیت هشت در e + ۱۲۷ = ۱۳۳ = (۱۰۰۰۰۱۰۱)۲
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داریم: پس بود. خواهد

0
∣∣10000101

∣∣01100111000000000000000

مختوم حت یا است، نامختوم دهده عدد اعشار قسمت گاه هستند. مانتیسصفر راست سمت بیت ۱۵ که کنید توجه

بیت ۲۳ از بیشتر مانتیس طول بالا به�صورت کردن مرتب از بعد اینکه یا است نامختوم دو مبنای در آن نمایش ول است

�شود. م کردن گرد خطای به منجر قطعاً که کرد، ذخیره را آن ابتدایی بیت ۲۳ بایست صورت این در است،

هستند. عددی چه نمایش زیر بیت ۳۲ ببینیم �خواهیم م حال

1
∣∣01011001

∣∣01110100000000000000000

نظر مورد عدد پس �باشد م ۱ علامت بیت اینکه به توجه با �دهند. م نمایش معمول دقت در را عدد ی بالا بیت�های

عدد نمای اریبی، توان مقدار به توجه با �باشد. م (۰۱۰۱۱۰۰۱)۲ = ۸۹ عدد دهنده�ی نمایش نما بیت هشت است. منف

مقدار بود. خواهد نرمال شناور ممیز عدد ی بالا عدد e مقدار به توجه با است. e = ۸۹ − ۱۲۷ = −۳۸ نظر مورد

نظر مورد عدد بنابراین .(۱ + ۰٫ ۰۱۱۱۰۱۰۰...۰)۲ = (۱٫ ۰۱۱۱۰۱)۲ با است برابر مانتیس

−(۱/۰۱۱۱۰۱)۲ × ۲−۳۸ = − (۰/ ۰۰ · · · ۰︸ ︷︷ ︸
۳۷تا

۱۰۱۱۱۰۱)۲

= −
(
۲−۳۸ + ۲−۴۰ + ۲−۴۱ + ۲−۴۲ + ۲−۴۴

)
= − ۲−۳۸

(
۱ + ۲−۲ + ۲−۳ + ۲−۴ + ۲−۶

)
= − ۱٫ ۴۵۳۱۲۵ × ۲−۳۸

.
= − ۰٫ ۵۲۸۶۴۳۷۹ × ۱۰−۱۱.

است. چه�عددی نمایش زیر جدول ببینیم �خواهیم م است. زیرنرمال عدد ی به مربوط بعد مثال

1
∣∣00000000

∣∣01110100000000000000000

e = ۰−۱۲۷ = نظر مورد عدد نمای �یابیم م در است صفر که شده ذخیره نمای مقدار به توجه با است. منف علامتعدد

مانتیس (اگر است. زیرنرمال عددی نظر مورد عدد است غیرصفر مانتیس چون است. emin − ۱ برابر که است −۱۲۷

با است برابر عدد این (١۵.٢) رابطه�ی به توجه با �بود). م −۰ نظر مورد عدد بود صفر

−(۰/۰۱۱۱۰۱)۲ × ۲−۱۲۶ = − (۰/ ۰۰ · · · ۰︸ ︷︷ ︸
۱۲۷تا

۱۱۱۰۱)۲

= − ۲−۱۲۸ + ۲−۱۲۹ + ۲−۱۳۰ + ۲−۱۳۲

= − ۲−۱۲۸
(
۱ + ۲−۱ + ۲−۲ + ۲−۴

)
= − ۱٫ ۸۱۲۵ × ۲−۱۲۸

.
= − ۰٫ ۵۳۲۶۴۵۸۸ × ۱۰−۴۰.
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بامعنا ارقام ٣.٢

گفته درست بامعنای ارقام آنچه با نزدی رابطه�ی اعداد در نسبی خطای �گردیم. م بر اعداد خطای به دوباره اینجا در

از بعد ارقام و چپ) سمت (از صفر غیر رقم اولین عدد ی بامعنای ارقام پرداخت. خواهیم آن شرح به که دارد �شود، م

تقریبی x̂ گیریم بامعناست. رقم سه دارای ۰٫ ۰۰۱۲۳ و پنج دارای ۱٫ ۲۰۳۰ تعریف این با �باشند. م غیرصفر) و (صفر آن

اعداد دسته دو مثال برای باشد. ی آن�ها اولیه�ی بامعنای رقم n اگر است ی x با بامعنا رقم n تا x̂ گوییم باشد، x از

یرید: ب درنظر را زیر

(الف) x =۱٫ ۰۰۰۰۰, x̂ = ۱٫ ۰۰۴۹۹,
|x − x̂|
|x|

.
= ۴٫ ۹۹ × ۱۰−۳,

(ب) x =۹٫ ۰۰۰۰۰, x̂ = ۸٫ ۹۹۸۹۹,
|x − x̂|
|x|

.
= ۱٫ ۱۲ × ۱۰−۴.

نسبی خطای که حال در ندارند، سان ی بامعنای رقم هیچ دوم دسته�ی و هستند ی بامعنا رقم سه تا x و x̂ اول دسته�ی در

مناسبی معیار بامعنا ارقام تعداد �گیریم م نتیجه ساده مثال همین با پس است. اول تقریب از بهتر بار ۴۴ حدود دوم تقریب

برد. ار ب �توان م را تقریب ی درست“ بامعنای ”ارقام معمولا بامعنا، ارقام به�جای نیست. تقریب ی دقت سنجش برای

رقم t دارای x از x̂ تقریب کرد: بیان زیر صورت به را آن �توان م ندارد. وجود مفهوم این از سان ی تعریف کتاب�ها در

درست بامعنای ارقام تعریف این شوند. ترین) نزدی (به گرد بامعنا رقم t با سوم عدد ی به x و x̂ اگر است درست بامعنای

یرید: ب نظر در را زیر عدد دو اما است درست شهودی لحاظ از و مفید اغلب

(پ) x = ۰٫ ۹۹۴۹, x̂ = ۰٫ ۹۹۵۱,

x̂ اما .x̂ → ۱٫ ۰ �که درحال x → ۰٫ ۹۹ رقم دو تا چراکه نیست درست بامعنای رقم دو دارای x̂ بالا تعریف به توجه با

بالا خاصیت که t طبیع عدد بزرگترین همواره بنابراین است! درست بامعنای رقم سه نیز و درست بامعنای رقم ی دارای

است. زیر صورت به درست بامعنای ارقام تعداد محاسبه برای فرمول ی و تعریف ی بود. خواهد نظر مد سازد برقرار را

باشد: β مبنای در زیر شناور ممیز نمایش دارای x ناصفر عدد گیریم .٣.٢ تعریف

x = ±(۰/d۱d۲ · · · )β × βe, dk ∈ {۰, ۱, . . . , β − ۱}, d۱ ̸= ۰, e ∈ Z, (١۶.٢)

باشیم داشته آن بازای که t نامنف صحیح عدد بزرگترین صورت این در باشد. x از تقریبی x̂ و

|x̂ − x|
βe−۱

6 ۱

۲
× β۱−t, (١٧.٢)

�کنیم. م تعریف x̂ درست بامعنای ارقام تعداد را

نسبی خطای بین ارتباط زیر گزاره�ی در �آورد. م در نسبی ل ش به نوع به را تقریب خطای حقیقت در βe−۱ بر تقسیم

است. آمده درست معنای با ارقام تعداد و تقریب ی
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رقم t دارای x از x̂ تقریب ی گیریم باشد. β مبنای در (١۶.٢) نمایش دارای x ناصفر عدد کنیم فرض .١.٢ گزاره
نسبی خطای کران صورت این در باشد. درست بامعنای

|x̂ − x|
|x|

6 ۱

۲
× β۱−t

بود. خواهد برقرار

داریم |x| > βe−۱ اینکه به توجه با برهان.

|x̂ − x|
|x|

6 |x̂ − x|
βe−۱

بود. خواهد برقرار نسبی خطای کران (١٧.٢) به توجه با و

�دهیم. م ارائه مثال چند حال �کند. م بیان را درست معنای با ارقام تعداد و نسبی خطای ارتباط بالا گزاره

دسته�ی در بنابراین �آید. م در ۵× ۱۰−t صورت به (١٧.٢) در موجود کران مبنا این در .β = ۱۰ فرضکنیم .٣.٢ مثال
و e = ۰ داریم ۰٫ ۹۹۴۹ عدد برای چراکه است، درست بامعنای رقم سه دارای x̂ بالا، در (پ)

|x̂ − x|
۱۰−۱

= ۰٫ ۰۰۲ 6 ۵ × ۱۰−۳.

کنید فرض ر دی مثال ی عنوان به

(ت) x = ۴۵٫ ۷۲۴۶۳, x̂ = ۴۵٫ ۷۲۸۱۳.

و e = ۲ داریم
|x̂ − x|

۱۰۱
= ۰٫ ۰۰۰۳۵ 6 ۵ × ۱۰−۴,

عدد دو ر دی مثال ی عنوان به هستند. سان ی درست بامعنای رقم ۴ دارای عدد دو این �دهد م نشان که

(ث) x = ۰٫ ۰۰۰۴۰۰, x̂ = ۰٫ ۰۰۰۳۹۸

بنابراین و e = −۳ داریم یرید. ب نظر در را

|x − x̂|
۱۰−۴

=
۰٫ ۰۰۰۰۰۲

۰٫ ۰۰۰۱
= ۰٫ ۰۲ 6 ۵ × ۱۰−۲

عدد دو این�بار مقایسه، برای هستند. سان ی درست بامعنای رقم دو دارای x و x̂ �دهد م نشان که

(ج) x = ۰٫ ۴۰۰, x̂ = ۰٫ ۳۹۸
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داشت خواهیم و e = ۰ حالت این در یرید. ب نظر در را

|x − x̂|
۱۰−۱

=
۰٫ ۰۰۲

۰٫ ۱
= ۰٫ ۰۲ 6 ۵ × ۱۰−۲

عنوان به چپ سمت صفرهای حقیقت در هستند. سان ی درست بامعنای رقم دو دارای x و x̂ �دهد م نشان قبل همانند که

♢ �شوند. نم شمرده درست بامعنای ارقام

درست بامعنای ارقام تعداد نیست. تقریب ی سنجشدقت برای مناسبی معیار بامعنا ارقام تعداد شد گفته که همانطور

دسته�ی در نسبی خطای شد گفته که همانطور مثال برای نیست. نسبی خطای خوبی به گاه اما است بهتری بسیار معیار

دو هر برای درست معنای با ارقام تعداد حال این با است، (الف) دسته�ی نسبی خطای از بهتر بار ۴۴ حدود بالا در (ب)

کنید). (محاسبه است ۳ برابر دسته

است. درست“ بامعنای ”ارقام منظورمان بامعنا“ ”ارقام �گوییم م گاه هر پس این از

گردکردن خطاهای آنالیز ۴.٢

رند. دی ی معادل ریاض دید از هم که دارد وجود تقریبی جواب به رسیدن برای وریتم ال چندین گاه روش ی برای

کاملا جواب�های گاه �شوند م اجرا کامپیوتر روی وقت و نیستند معادل هم با عددی دید از لزوماً وریتم�ها ال این اما

کنید: توجه زیر مثال به �دهند. م ارائه متفاوت

محیط با دایره ی محیط تقریب از استفاده با را زیر تکرار دنباله�ی π اصم عدد محاسبه�ی برای ارشمیدس روش .۴.٢ مثال
�کند: م تولید منتظم، �های چندضلع

pk+۱ = ۲k+۱

√
۱

۲

(
۱ −

√
۱ − [۲−kpk]۲

)
, k = ۱, ۲, . . . , p۱ = ۲. (١٨.٢)

نتایج و �نویسیم م زیر صورت به مت�لب با ساده برنامه ی �کنند. م میل π عدد به pk مقادیر k افزایش با نظری دید از

�دهیم. م ارائه ٣.٢ جدول (I) ستون در را حاصل

p(1) = 2;

for k=1:28

p(k+1) = 2^(k+1)*sqrt(1/2*(1-sqrt(1-(2^(-k)*p(k))^2)));

end
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π محاسبه�ی :٣.٢ جدول
k (I) (II)

۱ ۲٫ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۲٫ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰

۲ ۲٫ ۸۲۸۴۲۷۱۲۴۷۴۶۱۹۰ ۲٫ ۸۲۸۴۲۷۱۲۴۷۴۶۱۹۰

۳ ۳٫ ۰۶۱۴۶۷۴۵۸۹۲۰۷۱۹ ۳٫ ۰۶۱۴۶۷۴۵۸۹۲۰۷۱۹

...
...

...

۱۰ ۳٫ ۱۴۱۵۸۷۷۲۵۲۷۹۹۶۱ ۳٫ ۱۴۱۵۸۷۷۲۵۲۷۷۱۶۰

۱۱ ۳٫ ۱۴۱۵۹۱۴۲۱۵۰۴۶۳۵ ۳٫ ۱۴۱۵۹۱۴۲۱۵۱۱۲۰ ۰

...
...

...

۲۷ ۳٫ ۱۶۲۲۷۷۶۶۰۱۶۸۳۸۰ ۳٫ ۱۴۱۵۹۲۶۵۳۵۸۹۷۹۳

۲۸ ۳٫ ۴۶۴۱۰۱۶۱۵۱۳۷۷۵۴ ۳٫ ۱۴۱۵۹۲۶۵۳۵۸۹۷۹۳

۲۹ ۴٫ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۳٫ ۱۴۱۵۹۲۶۵۳۵۸۹۷۹۳

اعشار رقم پانزده تا π عدد است. شده ۴٫ ۰ برابر p۲۹ که آنجا تا است محاسبات در زیاد بسیار خطای �کنیم م مشاهده آنچه

توجه با �کنیم. م اعمال (١٨.٢) فرمول در کوچ تغییر ی حال .π = ۳٫ ۱۴۱۵۹۲۶۵۳۵۸۹۷۹۳ . . . از عبارتست

داریم x :=
√

۱ − [۲−kpk]۲ اینکه فرض با و ۱ − x = ۱−x۲

۱+x
اتحاد به

pk+۱ = pk

√
۲

۱ +
√

۱ − [۲−kpk]۲
, k = ۱, ۲, . . . , p۱ = ۲. (١٩.٢)

است زیر صورت به نیز آن مت�لب برنامه

p(1) = 2;

for k=1:28

p(k+1) = p(k)*sqrt(2/(1+sqrt(1-(2^(-k)*p(k))^2)));

end

�زند. م تقریب خوبی به را π عدد (١٩.٢) بازگشت فرمول �کنیم م مشاهده شده�اند. ارائه ٣.٢ جدول (II) ستون در نتایج

واقع در �دهند. م ارائه متفاوت عددی نتایج اما معادلند، هم با نظری دید از وریتم ال دو هر که داریم توجه نکته این به

تولید متفاوت ��های خروج سان، ی ورودی با که چرا نیستند، معادل هم با عددی دید از وریتم ال دو این گفت �توان م

آن به بخش این ادامه در که بامعناست ارقام حذف خطای است، داده رخ مثال این در اول وریتم ال مورد در آنچه ��کنند. م

رسید. خواهیم
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برای گیرند. قرار واکاوی مورد درست به باید که �دهد م رخ مهم اتفاقات وریتم ال هر روند در �دهد م نشان بالا مثال

محاسبات بر مبتن پیچیده�تر محاسبات تا گرفته اصل عمل چهار از کامپیوتر در محاسبات تک تک بتوانیم باید کار این

کنیم. آنالیز را ماتریس

خطا آنالیز مقدمات و مدل�ها ١.۴.٢

و �شوند م انجام سب چه به تقسیم) و ضرب تفریق، (جمع، ریاض اصل عمل چهار ببینیم �خواهیم م بخش این در

است ن مم باشند شناور ممیز عدد دو y و x اگر است. ونه چ عدد چند یا دو روی رها عمل این عمل از شده تولید خطای

شناور ممیز عدد دو برای بنابراین شود. گرد دوباره باشد لازم و نبوده شناور ممیز عدد ی آن�ها حاصل�ضرب مثال عنوان به

y و x

fl(x + y), f l(x − y), f l(x × y), f l(x ÷ y),

نگاشت با تقسیم حاصل� و حاصل�ضرب حاصل�تفریق، حاصل�جمع، عنوانِ به کامپیوتر� حافظه�ی در شده ذخیره مقادیر

تقسیم و ضرب تفریق، جمع، ترتیب به را بالا مقادیر �شوند. م گرفته نظر در ر) دی نگاشت هر (یا بریدن یا گردکردن

هستند، متفاوت ریاض رهای عمل با �شوند م تعریف ماشین در که رهایی عمل بنابراین �گوییم. م y و x عدد دو ماشین

y و x اگر است واضح داریم. غیره و ماشین ضرب ریاض ضرب مقابل در و ماشین جمع ریاض جمع مقابل در یعن

در حاصل��جمع عنوان به که عددی مثال، عنوان به شوند. گرد بایست ماشین جمع اعمال از قبل نباشند، شناور ممیز اعداد

شناور ممیز اعداد مجموعه عضو y و x �کنیم م فرض اینجا در بود. خواهد fl(fl(x) + fl(y)) شود م ذخیره حافظه

IEEE 754 استاندارد از اگر (البته ندهند رخ پی�ریز و سرریز خطاهای فعلا که �گذاریم م این بر را فرض نیز و باشند F

رهای عمل از ی نماینده�ی ∗ اگر کرد). حذف را فرض این �توان م و �دهد نم رخ پی�ریز اه هیچ عملا شود استفاده

داریم: (١٢.٢) رابطه�ی به توجه با باشد، ریاض

fl(x ∗ y) = (x ∗ y)(۱ + ε), |ε| 6 u, ∗ ∈ {+,−,×,÷}. (٢٠.٢)

در شود. محاسبه ماشین دقت با نیز دوم جذر تابع که است شده فراهم ان ام این IEEE استاندارد در که است ذکر قابل

داریم واقع

fl(
√

x) =
√

x(۱ + ε), |ε| 6 u. (٢١.٢)

x ∗ y حاصل اگر مثال برای است، کرده�ایم پیش�بین قبل از ما آنچه از دقیق�تر عدد دو روی ماشین ر عمل حاصل گاه

ی ریاض ر عمل با ماشین ر عمل حقیقت در و داشت نخواهیم محاسبات خطای باشد شناور ممیز عدد ی نیز خود

برخلاف مثلا �کنند، م جدا ریاض رهای عمل از را آن�ها که هستند نیز ری خواصدی دارای ماشین رهای عمل بود. خواهد

خواهیم مثال زیر در نیستند. برقرار همواره توزیع�پذیری و خواصشرکت�پذیری ماشین رهای عمل برای ریاض رهای عمل
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رابطه�ی ، z و y ،x ماشین عدد سه برای آن در که آورد

fl(x + fl(y + z)) = fl(fl(x + y) + z)

بود. نخواهد برقرار شرکت�پذیری) (خاصیت

یرید ب درنظر را زیر عدد سه t = ۷ مانتیس طول با شناور ممیز دهده دستگاه در .۵.٢ مثال

x = ۰٫ ۱۲۳۴۵۶۷ × ۱۰۰, y = ۰٫ ۴۷۱۱۳۲۵ × ۱۰۴, z = −y.

داریم این�رو از

fl(y + z) = ۰, f l(x + fl(y + z)) = x = ۰٫ ۱۲۳۴۵۶۷ × ۱۰۰,

یرید ب نظر در را زیر جمع�بندی جدول ر دی طرف از

x = 0.0000123 4567 × 104

y = 0.4711325 ×104

fl(x + y) = 0.4711448 ×104

z = −0.4711325 ×104

گوییم)، مقیاسکردن را عمل (این شوند سان ی نماها و شده نوشته هم زیر ممیزها بایست اینکه خاطر به آن اول سطر در که

داریم جدول به توجه با داده�اند. دست از را خود خاصیت و یافته انتقال بیرون به اعشار از بعد آخر رقم چهار

fl(fl(x + y) + z) = ۰٫ ۰۰۰۰۱۲۳ × ۱۰۴ = ۰٫ ۱۲۳۰۰۰۰ × ۱۰۰ ̸= fl(x + fl(y + z)).

خاصیت برقراری عدم دادن نشان برای ۵.٢ مثال شبیه مثال�هایی آوردن ریاض و ماشین رهای عمل تفاوت مورد در

عضو و ماشین جمع تای ی خنثای عضو وجود عدم همچنین و برعکس، و ماشین ضرب روی ماشین جمع توزیع�پذیری

برقرار ماشین ضرب و جمع برای جابجایی خاصیت که است واضح البته بود. نخواهد ل مش ماشین ضرب تای ی خنثای

است.

ساده مثال ی با شود. انجام پشتیبان بیتِ کم به محاسبات که است برقرار زمان تفریق حالت برای (٢٠.٢) مدل

�خواهیم م یرید. ب درنظر را t = ۳ و β = ۲ با شناور ممیز دستگاه ی �دهیم: م نشان تفریق عمل در را پشتیبان نقشبیتِ

داریم کنیم. کم ۱٫ ۰ از را ۱٫ ۰ از قبل بلافاصله شناور ممیز عدد

0.100 × 21

−0.111 × 20 −→

0.100 × 21

−0.0111 × 21

0.0001 × 21 = 0.100 × 2−2
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به دارد. نیاز مانتیس در چهارم رقم ی دوم عدد بنابراین کنیم، مقیاس�سازی ابتدا بایست تفریق عمل انجام برای اینکه نکته

به�صورت بالا تفریق پشتیبان بیت بدون �بردند. نم بهره پشتیبان بیت از قدیم ماشین�های �گوییم. م پشتیبان بیت رقم این

�شود م انجام ماشین در زیر

0.100 × 21

−0.111 × 20 −→

0.100 × 21

−0.011 × 21

0.001 × 21 = 0.100 × 2−1

ماشین برای که است ذکر قابل است. ۱۰۰% نسبی خطای دارای یعن است. قبل جواب دوبرابر بالا در شده محاسبه جواب

ل مش ی پشتیبان بیت کمبود بود. نخواهد برقرار تفریق و جمع حالت در (٢٠.٢) مدل نکند، استفاده پشتیبان بیت که

در رو این از و �کنند م استفاده تفریق عمل برای پشتیبان بیت از هم امروزی ماشین�های خوشبختانه است، جدی کاملا

است. برقرار همواره (٢٠.٢) مدل امروزی محاسبات

استفاده گردکردن نگاشت و معمول دقت با IEEE استاندارد از ماشین کنیم فرض و x, y, z ∈ F گیریم .۶.٢ مثال
داریم: (٢٠.٢) طبق x × (y + z) عبارت ماشین معادل برای �کند. م

fl(x × fl(y + z)) = fl(x × [(y + z)(۱ + ε۱)])

= [x × (y + z)(۱ + ε۱)](۱ + ε۲)

= x × (y + z)(۱ + ε۱ + ε۲ + ε۱ε۲)

است شده کران�دار مقدار ی با ها εk همه�ی اندازه�ی اینکه به توجه با عمل در .|εk| 6 ۲−۲۴, k = ۱, ۲ آن در که

در بالا رابطه�ی این�رو از .۱ + εk ≡ ۱ ± ε داد قرار k هر برای و گرفت نظر در علامت در فقط را آن�ها تفاوت �توان م

به�صورت حالت بدبینانه�ترین

fl(x × fl(y + z)) = x × (y + z)(۱ ± ۲ε ± ε۲), |ε| 6 ۲−۲۴

نوشت و کرد چشم�پوش است ۲−۴۸ از کمتر که ε۲ از �توان م بالا رابطه�ی در بود. خواهد

fl(x × fl(y + z)) ≈ x × (y + z)(۱ + η), |η| 6 ۲−۲۳ .
= ۱٫ ۱۹۲ × ۱۰−۷.

بود. خواهد کمتری دقت نهایت در و بیشتر پیچیدگ دارای بالا محاسبه نباشند شناور ممیز نیز خود z یا y ،x اعداد اگر

جدید نماد آن در که �دهد م ارائه کاربردی و زیبا بسیار روش ی زیر لم گردکردن، خطای آنالیزهای سازی ساده برای

.[۴ ،٢] است شده معرف γn
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آنگاه nu < ۱ همچنین و ρk = ±۱ و |εk| 6 u باشیم داشته k = ۱, . . . , n برای اگر .٢.٢ لم

n∏
k=۱

(۱ + εk)
ρk = ۱ + θn,

ه به�طوری

|θn| 6 nu

۱ − nu
=: γn. (٢٢.٢)

داریم .ρn = +۱ کنیم فرض است. برقرار بسادگ م ح n = ۱ برای �گیرد. م صورت استقرا با اثبات برهان.

n∏
k=۱

(۱ + εk)
ρk = (۱ + εn)(۱ + θn−۱) = ۱ + θn,

θn = εn + (۱ + εn)θn−۱,

|θn| 6 u + (۱ + u)
(n − ۱)u

۱ − (n − ۱)u

=
u(۱ − (n − ۱)u) + (۱ + u)(n − ۱)u

۱ − (n − ۱)u

=
nu

۱ − (n − ۱)u
6 γn,

داشت خواهیم مشابه بطور ρn = −۱ برای و

n∏
k=۱

(۱ + εk)
ρk = (۱ + εn)−۱(۱ + θn−۱) = ۱ + θn,

θn =
θn−۱ − εn

۱ + εn

,

|θn| 6 |θn−۱| + u

۱ − u
6 nu − (n − ۱)u۲

۱ − nu + (n − ۱)u۲
6 γn.

قوی�تر کران nu < ۲ اینکه فرض با و ρk = ۱, ∀k که حالت برای .٢.٢ ملاحظه

|θn| 6 nu

۱ − nu/۲

همواره کران دو این ناچیز اختلاف به توجه با و محاسبات شدن �دست ی برای اما ببینید). را ١١ (پرسش است برقرار

��دهیم. م قرار خود آنالیزهای مبنای را (٢٢.٢)
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داریم: ۶.٢ مثال برای γn جدید نماد تعریف به توجه با .٧.٢ مثال

fl(x × fl(y + z)) =x × (y + z)(۱ + ε۱)(۱ + ε۲) = x × (y + z)(۱ + θ۲),

|θ۲| 6 γ۲ =
۲−۲۳

۱ − ۲−۲۳

.
= ۱٫ ۱۹۲ × ۱۰−۷.

در کنیم. استفاده xy از x× y به�فرم عبارات به�جای و حذف را × ر عمل نوشتن، در اختصار رعایت برای پس این از

دهیم. ارائه خطا آنالیز ساده، وریتم� ال چند برای �کنیم م سع ادامه

کردن ضرب وریتم ال ٢.۴.٢

آن که است مدنظر y و x صفر غیر شناور ممیز عدد دو حاصل�ضرب کنیم فرض �کنیم. م شروع ساده مثال ی با اینجا در

رابطه�ی به توجه با که باشد ŝ �کند م محاسبه ماشین آنچه کنیم فرض .s = xy �دهیم م قرار یعن �دهیم، م نمایش s با را

با است برابر (٢٠.٢)

ŝ = fl(xy) = xy(۱ + ε), |ε| 6 u. (٢٣.٢)

.|ε| 6 u که است y(۱ + ε) و x عدد دو حاصل�ضرب برابر دقیقاً ŝ شده�ی محاسبه مقدار که است این بیانگر رابطه این

داده�های حاصل�ضرب گفت �توان م یریم، ب درنظر تقریبی جواب را ŝ و ورودی داده�های را y و x اگر ر دی عبارت به

اختلال�یافته�ی

x̂ = x, ŷ = y(۱ + ε), |ε| 6 u,

نوشت �توان م و است شده� نظر مورد تقریبی جواب به منجر

ŝ = x̂ŷ,
|x − x̂|
|x|

= ۰,
|y − ŷ|
|y|

6 u.

�گوییم. م پسرو خطای آنالیز آنالیز، این به است. واقع داده�های به نزدی داده�ی دو حاصلضرب تقریبی، جواب واقع در

نوشت تنها را y و گرفت نظر در x بر را وارده اختلال �توان م اینجا در است، نشده وارد اختلال x متغیر به مثال این در البته

�گیریم م نتیجه به�سادگ (٢٣.٢) رابطه�ی به توجه با ر دی طرف از گرفت. نظر در را
√

۱ + ε اختلال داده، دو هر برای یا و

∣∣ŝ − s
∣∣ 6 u|s|, یا

∣∣ŝ − s
∣∣

|s|
6 u.

داده (u) داده�ها در اختلال میزان حسب بر ŝ شده محاسبه جواب و s واقع جواب اختلاف برای کران بالا رابطه�ی در

�کنیم: م تعریف واقع در �گوییم. م پیشرو خطای آنالیز آن به که است، شده

به منجر یافته اختلال داده�های که گونه�ای به (ورودی�ها) داده�ها به وارده اختلالات برای کران یافتن به .۴.٢ تعریف
از کوچ ضریب (یعن باشند کردن گرد واحد حد در کران�ها این اگر �گوییم. م پسرو خطای آنالیز شوند، تقریبی جواب
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آنالیز ، واقع جواب و تقریبی جواب اختلاف خطای کران یافتن به ر دی طرف از است. پایدار روشپسرو گوییم باشند) u

است. پایدار روشپیشرو گوییم باشد کردن گرد واحد حد در کران این اگر �گوییم. م پیشرو خطای

داریم s۳ = x۱x۲x۳ یعن x۳ و x۲ ،x۱ صفر غیر شناور ممیز عدد سه حاصلضرب برای .٨.٢ مثال

ŝ۳ = fl(x۱x۲x۳)

= fl(fl(x۱x۲)x۳)

= x۱x۲(۱ + ε۲)x۳(۱ + ε۳)

= x۱x۲x۳(۱ + θ۲)

= s۳(۱ + θ۲), |θ۲| 6 γ۲.

داریم sn = x۱x۲ · · ·xn صفر غیر شناور ممیز عدد n حاصلضرب برای کل بطور و

ŝn = fl(x۱x۲ · · ·xn) = x۱x۲(۱ + ε۲)x۳(۱ + ε۳) · · ·xn(۱ + εn)

= x۱x۲ · · ·xn(۱ + θn−۱)

= sn(۱ + θn−۱), |θn−۱| 6 γn−۱.

(٢۴.٢)

اختلال�یافته�ی مقادیر حاصل�ضرب برابر دقیقاً ŝn تقریبی مقدار گفت �توان م (٢۴.٢) رابطه�ی اول سطر به توجه با

x̂۱ = x۱, x̂k = xk(۱ + εk), |εk| 6 u, k = ۲, . . . , n,

یعن است،

ŝn = x̂۱x̂۲ · · · x̂n,
|x̂k − xk|

|xk|
6 u, k = ۱, ۲, . . . , n.

است)، u (برابر است کوچ داده�ها در اختلالات کران چون �باشد. م پسرو خطای آنالیز ی بالا در شده ارائه آنالیز

نتیجه بسادگ زیر صورت به� پیشرو خطای کران (٢۴.٢) رابطه�ی به توجه با همچنین است. پایدار پسرو وریتم ال این پس

�شود م

|ŝn − sn|
|sn|

6 γn−۱. (٢۵.٢)

داریم ،٢.٢ لم در γn تعریف به توجه با

γn = nu
۱

۱ − nu
= nu

(
۱ + nu + (nu)۲ + · · ·

)
= nu + O(u۲).

عملوندها تعداد یعن n اگر آمده، بدست کران طبق کرد. زین جای nu+O(u۲) با �توان م را (٢۵.٢) بالای کران بنابراین

نیست. پایدار پیشرو وریتم ال این باشد، بزرگ بسیار
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زدن جمع وریتم� ال ٣.۴.٢

پیچیده�تر حاصل�ضرب خطای آنالیز از کم که ��آوریم م بدست را شناور ممیز عدد n حاصل�جمع خطای آنالیز بخش این در

مجموع�های .sn = x۱ +x۲ + · · ·+xn گیریم و است دست در xn و ... ، x۲ ،x۱ شناور ممیز عدد n فرضکنیم است.

داریم �گیریم. م درنظر sj = x۱ + · · · + xj, j = ۱, . . . , n به�صورت را جزئ

ŝ۱ = x۱,

ŝ۲ = fl(ŝ۱ + x۲) = (x۱ + x۲)(۱ + ε۱),

ŝ۳ = fl(ŝ۲ + x۳) = [(x۱ + x۲)(۱ + ε۱) + x۳] (۱ + ε۲)

= (x۱ + x۲)(۱ + ε۱)(۱ + ε۲) + x۳(۱ + ε۲),

آن�ها) علامت در ر (م شویم قائل تفاوت ها εk بین نیست لازم ۶.٢ مثال همانند .k = ۱, ۲ برای |εk| 6 u آن در که

داریم .۱ + εk ≡ ۱ ± ε �دهیم م قرار و �گیریم نم درنظر را آن�ها اندیس بنابراین

ŝ۳ = x۱(۱ ± ε)۲ + x۲(۱ ± ε)۲ + x۳(۱ ± ε), |ε| 6 u,

داریم بالا وی ال از الهام با مشابه �طور به و

ŝn = x۱(۱ ± ε)n−۱ + x۲(۱ ± ε)n−۱ + x۳(۱ ± ε)n−۲ + · · · + xn(۱ ± ε).

داریم ٢.٢ لم نمادهای به توجه با باشد)، بزرگ بسیار n اینکه ر م است برقرار غالباً (که باشد برقرار nu < ۱ شرط اگر

ŝn = x۱(۱ + θ′n−۱) + x۲(۱ + θn−۱) + x۳(۱ + θn−۲) + · · · + xn(۱ + θ۱), (٢۶.٢)

صورت به یافته اختلال ورودی داده�های اگر بنابراین .j = ۱, . . . , n − ۱ برای |θj| 6 γj و |θ′n−۱| 6 γn−۱ که

x̂۱ = x۱(۱ + θ′n−۱), x̂k = xk(۱ + θn−k+۱), k = ۲, . . . , n,

است زیر صورت به پسرو خطای آنالیز شوند، تعریف

ŝn = x̂۱ + x̂۲ + · · · + x̂n,
|x̂k − xk|

|xk|
6 γn−k+۱, k = ۱, ۲, . . . , n.

به توجه با طرف از است. پایدار پسرو کردن جمع معمول وریتم ال بزرگ، چندان نه های n برای �دهند م نشان روابط این

داریم (٢۶.٢)

ŝn − sn = x۱θ
′
n−۱ +

n∑
k=۲

xkθn−k+۱,
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نوشت �توان م است، γn−۱ داده�ها تمام در اختلالات کران بزرگترین اینکه به توجه با

|ŝn − sn| 6 γn−۱

n∑
k=۱

|xk|,

داریم نسبی صورت به ،sn ̸= ۰ اینکه فرض با و

|ŝn − sn|
|sn|

6 γn−۱

∑n
k=۱ |xk|

|
∑n

k=۱ xk|
,

غیر در است، ۱ برابر بالا کران در کسری ضریب باشند، علامت هم ها xk همه�ی اگر است. پیشرو خطای آنالیز ی که

�شود. م ناپایدار پیشرو روش و باشد بزرگ �تواند م ضریب این صورت این

بالای کران باشد تر کوچ k اندیس هرچه �دانیم م �شود. م برداشت نیز ر دی مهم نکته�ی ی (٢۶.٢) معادله�ی از

طوری جملات شدن جمع ترتیب بایست باشیم داشته را محاسبات خطای کمترین اینکه برای بود. خواهد بزرگتر γn−k+۱

ضرب xn در ،(۱ + θ۱) فاکتور، ترین کوچ اینکه به توجه با شود. ضرب فاکتور ترین کوچ در جمله بزرگترین که باشد

به کوچ از جملات اگر یعن باشد، جمله ترین کوچ x۱ ترتیب همین به و جمله بزرگترین xn بایست پس است، شده

بهینه پسرو خطای و داد خواهد رخ نهایی جواب در کمتری محاسبات خطای شوند جمع هم با قدرمطلق) لحاظ (از بزرگ

�شود. م

داخل ضرب وریتم� ال ۴.۴.٢

�اند. داخل ضرب بر مبتن عددی خط جبر رهای عمل اکثر زیرا است برخوردار ویژه�ای اهمیت از بردار دو داخل ضرب

x, y ∈ آن در که یرید ب درنظر را sn = xT y داخل ضرب شود. طراح آن برای پایدار وریتم�های ال است لازم بنابراین

است زیر صورت به آن برای وریتم ال ی .sn = x۱y۱ + · · · + xnyn اینکه به توجه با .Rn

s = 0;

for k = 1 : n

s = s + x(k)*y(k);

end
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داریم باشد، جزئ مجموع امین k بیانگرِ sk = x۱y۱ + · · · + xkyk گیریم وریتم، ال این کردن آنالیز برای

ŝ۱ = fl(x۱y۱) = x۱y۱(۱ + ε۱),

ŝ۲ = fl(ŝ۱ + x۲y۲)

= [ŝ۱ + x۲y۲(۱ + ε۲)] (۱ + ε۳)

= [x۱y۱(۱ + ε۱) + x۲y۲(۱ + ε۲)] (۱ + ε۳)

= x۱y۱(۱ ± ε)۲ + x۲y۲(۱ ± ε)۲,

داریم مشابه محاسبات با . |ε| 6 u آن در که

ŝ۳ = fl(ŝ۲ + x۳y۳)

= [ŝ۲ + x۳y۳(۱ ± ε)](۱ ± ε)

= [x۱y۱(۱ ± ε)۲ + x۲y۲(۱ ± ε)۲ + x۳y۳(۱ ± ε)](۱ ± ε)

= x۱y۱(۱ ± ε)۳ + x۲y۲(۱ ± ε)۳ + x۳y۳(۱ ± ε)۲.

نوشت �توان م کل حالت در بالا وی ال از الهام با و

ŝn = x۱y۱(۱ ± ε)n + x۲y۲(۱ ± ε)n + x۳y۳(۱ ± ε)n−۱ + · · · + xnyn(۱ ± ε)۲.

داریم ٢.٢ لم به توجه با باشد، برقرار nu < ۱ شرط اگر

ŝn = x۱y۱(۱ + θ′n) + x۲y۲(۱ + θn) + x۳y۳(۱ + θn−۱) + · · · + xnyn(۱ + θ۲), (٢٧.٢)

اختلال�یافته�ی داده�های حقیقت در .j = ۲, . . . , n برای |θj| 6 γj و |θ′n| 6 γn آن در که x̂k = xk, k = ۱, . . . , n,

ŷ۱ = y۱(۱ + θ′n), ỹk = yk(۱ + θn−k+۲), k = ۲, . . . , n,

محاسبات �جواب به منجر نوشت) تنها را ها yk و گرفت نظر در ها xk با را اختلالات �توان م برعکس (یا

ŝn = x̂۱ŷ۱ + · · · + x̂nŷn

ه بطوری �شوند م
|x̂k − xk|

|xk|
= ۰,

|ŷk − yk|
|yk|

6 γk, k = ۱, ۲, . . . , n.
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نشان�دهنده�ی |x| گیریم کرد. بیان نیز ری دی بصورت �توان م را (٢٧.٢) خطای آنالیز �باشد. م پسرو خطای آنالیز ی این

داد نشان �توان م بسادگ (٢٧.٢) کم به .|x| = (|x۱|, . . . , |xn|) یعن باشد |xk| درایه�های با برداری

fl(xT y) = (x + δx)T y = xT (y + δy), |δx| 6 γn|x|, |δy| 6 γn|y|, (٢٨.٢)

داریم Rn در y و x بردارهای برای یعن �شود. م تفسیر درایه به درایه به�صورت بردارها بین نامساوی علامت اینجا در

�گیریم م نتیجه (٢٨.٢) از بلافاصله .k = ۱, . . . , n بازای xk < yk اگر تنها و اگر |x| < |y|

∣∣fl(xT y) − xT y
∣∣ 6 γn

n∑
k=۱

|xkyk| = γn|x|T |y|,

��آید م بدست γn نسبی خطای xT x محاسبه�ی در �دهد م نشان بالا کران ،x = y اگر است. پیشرو خطای آنالیز ی که

fl(xT∣∣یعن x) − xT x
∣∣

|xT x|
6 γn.

نیست. پایدار پیشرو کل حالت در وریتم ال این واقع در شد. نخواهد حاصل بالا نسبی دقت |xT y| ≪ |x|T |y| اگر اما

ترکیبی ضرب-جمع ر عمل ۵.۴.٢

(یا x × y + z فرم به عبارت که معنا بدین �کنند. م پشتیبان را ترکیبی ضرب-جمع ر عمل کامپیوتر�ها از بسیاری امروزه

داریم یعن �دهد، م رخ آن در گردکردن خطای �بار ی فقط و �شود م محاسبه دستور ی با تنها (x × y − z

fl(xy ± z) = (xy ± z)(۱ + ε), |ε| 6 u.

برای �کند. م نصف تقریباً آن�ها در را گردکردن خطای و است سودمند وریتم�ها ال از بسیاری در ترکیبی ضرب-جمع ر عمل

خطای n با تنها �تواند م y و x تایی n بردار دو بین xT y داخل ضرب ترکیبی ضرب-جمع ر عمل از استفاده با نمونه

در داخل ضرب ی انجام برای که داریم (توجه شود. انجام معمول ضرب و جمع حالت در ۲n − ۱ بجای محاسبات

داریم.) قبل مجموع با جمع ی و ضرب ی هربار حلقه ی

رابطه�ی با که است p(x) = anx
n + · · · + a۱x + a۰ چندجمله�ای مقدار محاسبه برای هورنر وریتم ال ر دی مثال

ضرب-جمع ر عمل n به تنها که است، شده داده bn = an و bk = xbk+۱ + ak, k = n − ۱ : −۱ : ۰ بازگشت

دارد. نیاز ترکیبی

رابطه�ی دید، خواهیم بعداً یرید. ب نظر در را f(x) = a − ۱/x = ۰ حل برای نیوتن روش ر دی مثال ی عنوان به

از عبارتست متناظر بازگشت

xk+۱ = xk −
f(xk)

f ′(xk)
= xk −

a − ۱/xk

x−۲
k

= xk + (۱ − xka)xk.
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a/b = به�صورت تقسیم عمل انجام برای آنجا از و عدد ی معکوس محاسبه�ی برای روش این امروزی کامپیوتر�های در

به نیاز xk حسب بر xk+۱ محاسبه�ی گام، هر در بالا فرمول در �کنیم م مشاهده که همانگونه �شود. م استفاده a× (۱/b)

�شود. م عادی حالت ۱
۴ حدود به گردکردن خطاهای کاهش به منجر که دارد ترکیبی ضرب-جمع عمل دو

سرریزی از جلوگیری ۶.۴.٢

اعداد اگر بود. پی�ریز و سرریز خطاهای مراقب باید همواره است محدود ماشین در اعداد نمایش حوزه�ی اینکه به توجه با

�رسد م به�نظر گرچه دارد. وجود همیشه سرریز خطای احتمال اما نیستیم، پی�ریز خطای نگران باشند شده تعریف زیرنرمال

سرعت به است ن مم ساده خیل وریتم�های ال در حت اما دهد، پوشش را اعداد از وسیع حوزه�ی IEEE استاندارد

داریم بلافاصله xn+۱ = x۲
n و x۰ = ۲ اگر مثال برای شویم. سرریز خطای گرفتار و شده خارج نمایش حوزه�ی از

هستند فاکتوریل شامل که محاسبات مورد در است. دوبرابر دقت با IEEE استاندارد حوزه�ی از بزرگتر که x۱۰ = ۲۱۰۲۴

بزرگتر دوبرابر دقت با عدد بزرگترین از که ۱۷۱!
.
= ۱٫ ۲۴ × ۱۰۳۰۹ مثال برای بود، سرریز خطای مواظب بایست نیز

است.

خطا این به منجر که وریتم ال یا کرد استفاده کامپیوتر در بالاتر دقت�های از �توان م سرریز خطای از جلوگیری برای

متغیرهای تغییر مسئله نوع به بسته همچنین است. اریتم ل متغیر تغییر گاه ن مم راه ی مثلا نمود. بازنویس را �شوند م

خطاها اینگونه دچار میان محاسبات در باشیم مراقب بایست وریتم ال روند در گیرند. قرار استفاده مورد �توانند م ر دی

در مثلا هستیم مواجه آن با بسیار عمل در که است c =
√

a۲ + b۲ فیثاغورث مجموع محاسبه�ی ساده مثال ی نشویم.

اما بود خواهد حوزه در نیز c باشند، نمایش حوزه�ی در b و a اگر حت مختلط. اعداد یا قطبی مختصات در اندازه� محاسبه�ی

a = b = ۰ اگر است: زیر وریتم ال ساده حل راه ی شود. سرریز ( میان (محاسبه�ی آن�ها مربعات مجموع است ن مم

این�رو از و q = min{|a|, |b|} و p = max{|a|, |b|} دهید قرار این�صورت غیر در ،c = ۰ آنگاه

ρ = q/p, c = p
√

۱ + ρ۲.

شد. نخواهد سرریز دچار هیچ�گاه روند این باشند، نمایش حوزه�ی در b و a اگر

برای است. ∥x∥۲ = (
∑n

k=۱ x۲
k)

۱/۲ به�صورت صفر غیر بردار ی اقلیدس اندازه�ی محاسبه ر، دی مشابه مثالِ

�دهیم م قرار و آورده بدست را xmax = maxk |xk| یعن قدرمطلق نظر از المان بزرگترین ابتدا سرریز خطای از جلوگیری

s =
n∑

k=۱

(xk/xmax)
۲, ∥x∥۲ = xmax

√
s.
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حذف خطای از جلوگیری ٧.۴.٢

آن پس این از که بود معنا با ارقام حذف خطای شد، π محاسبه برای ۴.٢ مثال اولِ وریتم ال در نادرست نتیجه به منجر آنچه

هم به نزدی عدد دو مثال برای �دهد. م رخ هم به نزدی عدد دو تفریق عمل در حذف خطای �نامیم. حذفم خطای را

x = ۰٫ ۴۷۱۱۴۴۸۴۵۶۷ × ۱۰۴, y = ۰٫ ۴۷۱۱۳۲۵ × ۱۰۴

داریم است. t = ۷ ماشین در شده درنظرگرفته مانتیس طول کنیم فرض و یرید ب نظر در را

fl(x − y) = ۰٫ ۰۰۰۰۱۲۳ × ۱۰۴ = ۰٫ ۱۲۳۰۰۰۰ × ۱۰۰.

داده�ایم. دست از تفریق این در بامعنا رقم چهار حقیقت در و رفته�اند بین از هستند صفر برابر که مانتیس انتهایی رقم چهار

�دادیم. م دست از را کمتری بامعنای ارقام تعداد نسبت به �شد، م انجام بیشتری ارقام تعداد با محاسبات اگر که است واضح

خطای از جلوگیری برای رفت. خواهند دست از تفریق در بیشتری بامعنای ارقام تعداد باشند �تر نزدی هم به اعداد هرچه

هم به نزدی اعداد تفریق از که نمود بازنویس طوری را وریتم ال یا کرد استفاده ماشین در بالاتر دقت از �توان م حذف

شود. اجتناب

ناچیز بزرگ k برای
√

۱ − [۲−kpk]۲ عبارت و ۱ عدد اختلاف ،π عدد محاسبه برای (١٨.٢) بازگشت فرمول در

از آن در که شد، (١٩.٢) بازگشت فرمول به منجر وریتم ال از ساده بازنویس ی �شود. م حذف خطای به منجر و است

است. شده اجتناب تفریق این

دستور با a ̸= ۰ برای ،ax۲ + bx + c = ۰ دوم درجه چندجمله�ای ی ریشه�های محاسبه�ی ر، دی مثال

r۱,۲ =
−b ±

√
b۲ − ۴ac

۲a

این از جلوگیری برای بود. نخواهد دقیق ماشین در قدرمطلق) لحاظ (از تر کوچ ریشه�ی محاسبه�ی برای فرمول این است.

کرد. محاسبه r۱r۲ = c/a رابطه�ی به توجه با را تر کوچ ریشه�ی �توان م پدیده

صورت این در .u + iv =
√

a + ib کنیم فرض است. x = a + ib مختلط عدد دوم ریشه�ی یافتن نحوه بعد، مثال

داد نشان �توان م

u =

(
r + a

۲

)۱/۲

, v =

(
r − a

۲

)۱/۲

, r =
√

a۲ + b۲.

خیل r و a صورت این در چراکه �دهد، م رخ حذف خطای v محاسبه�ی در |a| ≫ |b| و a > ۰ هرگاه است واضح

داشت خواهیم uv =
√

r۲ − a۲/۲ = b/۲ که واقعیت این به توجه با خطا، این از جلوگیری برای ند. نزدی هم به

u = b/(۲v) فرمول از بایست که خورد برخواهیم حذف خطای به u محاسبه�ی در ،a < ۰ اگر همچنین .v = b/(۲u)

کنیم. استفاده

مثال را وریتم�هایی ال �توان م نیست. حذف خطای همیشه �شود، م محاسبات در نامعتبر نتیجه�ی حصول باعث آنچه

�دهند. م ارائه واقعیت از دور بسیار جوابهایی این�حال با ندارد وجود آن�ها در تفریق عمل ونه هیچ که زد
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محاسبات هزینه�های ۵.٢

ارزیابی�های همچنین و تفریق و تقسیم ضرب، جمع، ریاض اعمال کل تعداد روش، ی پیچیدگ یا محاسبات هزینه

روش باشد، موجود را) هم و پایدار (سازگار، مناسب روش دو مسئله ی حل برای اگر است. وریتم ال سرتاسر در توابع

اعمال که سریع کامپیوترهای وجود با شود تصور شاید داشت. خواهد ارجحیت باشد داشته کمتری محاسبات هزینه که

موضوع این اهمیت دریافتن برای باشد. اهمیت بی موضوع این به پرداختن �دهند م انجام ثانیه از ناچیزی کسر در را ریاض

پایدار دستگاه چنین حل برای کرامر روش چه اگر یرید. ب نظر در را ۱۱ × ۱۱ بعد از خط معادلات دستگاه ی حل

حول بسط روش با دترمینان�ها اگر است. دترمینان ۱۲ محاسبه به نیاز شود استفاده روش این از اگر حال این با نیست،

تفریق، جمع، محاسبات عمل میلیارد ۱۳ از بیش به دستگاه این حل شوند، محاسبه بازگشت صورت به ستون یا سطر ی

همین اگر اما است. نیاز مورد محاسبات عمل تعداد این پردازش برای توجه قابل زمان مدت که دارد نیاز تقسیم و ضرب

کسری در امروزی کامپیوترهای که است نیاز مورد محاسبات عمل ۹۰۰ حدود فقط شود گاوسحل روشحذف با دستگاه

ارتر آش کم محاسبات پیچیدگ با روش�هایی از استفاده اهمیت شود، بزرگتر مسئله ابعاد اگر �دهند. م انجام را آن ثانیه از

�آوریم. م بدست را وریتم ال چند محاسبات هزینه زیر مثال�های در �شود. م

چندجمله�ای ارزیابی دنبال به کنید فرض .٩.٢ مثال

pn(x) = a۰ + a۱x + · · · + anx
n

مت�لب در آن برنامه اصل بخش کنیم. استفاده مستقیم ذاری جای وریتم ال از ابتدا هستیم. x۰ مانند دلخواه نقطه�ی ی در

اندیس �شود، م شروع ۱ از پیش�فرض صورت به آرایه�ها اندیس نرم�افراز این در چون کنید توجه است. زیر صورت به

است. یافته افزایش واحد ی ضرایب

p = a(1);

for k = 1:n

p = p + a(k+1)*x0^k;

end

است). ضرب از خاص حالت نیز (توان است نیاز مورد ضرب k و جمع ی k-ام تکرار در و �شود م تکرار بار n حلقه این

از عبارتست وریتم ال این محاسبات هزینه بنابراین

n∑
k=۱

(k + ۱) =
n۲ + ۳n

۲
= O(n۲).
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O(n۲) از ۰٫ ۱n۲ و ۱۰۰۰n۲ دوی هر مثال (برای است برخوردار ویژه�ای اهمیت از نیز n توان بزرگترین ضریب معمولا

بالا وریتم ال در مثال برای �شود. م قید توان بزرگترین ضریب گاه علت همین به دارند)، چشم�گیری تفاوت اما هستند،

کرد. اصلاح قبل، گام�های در x۰ توان�های حفظ با �توان م را بالا وریتم ال است. ۱
۲n۲ تقریباً محاسبات هزینه �گوییم م

است زیر صورت به شده اصلاح وریتم ال

p = a(1); s = 1;

for k = 1:n

p = p + a(k+1)*s*x0;

s = s*x0;

end

است. ۴n وریتم ال این محاسبات هزینه

�شود: م طراح زیر صورت به که است هورنر مشهور وریتم ال ،x۰ نقطه�ی در p(x) ارزیابی برای ر دی وریتم ال ی

�کنیم م بازنویس زیر ل ش به را pn(x) چندجمله�ای

pn(x) =
((

· · ·
(
(anx + an−۱)x + an−۲

)
x + · · ·

)
x۰ + a۰

)
.

خواهد p(x۰) همان b مقدار نهایت در که داشت خواهیم را زیر وریتم ال مت�لب با شدن همراه برای اندیس انتقال ی با

بود.

b=a(n+1);

for k = n:-1:1

b = b*x0+a(k);

end

۲n روش این هزینه رو این از و است نیاز مورد ضرب ی و جمع ی تنها تکرار هر در و �شود م تکرار بار n نیز بالا حلقه

است. بهینه نیز محاسبات خطاهای نظر از هورنر وریتم ال است. قبل وریتم ال هزینه�ی نصف که بود خواهد

همین برای است. ر دی روش به نسبت روش ی برتری کننده�ی تعیین عامل�های از ی ، محاسبات هزینه یا پیچیدگ

شد. خواهند محاسبه محاسبات هزینه�های کتاب این در شده ارائه عددی وریتم�های ال از بسیاری در منظور
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پایداری و وضعیت ۶.٢

اهمیت دارای عددی روش رفتار نحوه هم و مدل خود وضعیت هم عددی، روش ی با ریاض مدل ی عددیِ حل در

این و است عددی روش وضعیت از متفاوت ریاض مسئله�ی یا مدل وضعیت شوند. بررس دقیق طور به بایست و ویژه�اند

�کنیم. م آغاز ساده مثال چند ارائه با را خود بحث انگیزه، ایجاد برای شوند. بررس جداگانه طور به باید موضوع دو

(و خط مدل�های تمام تقریباً است. معادلاتخط دستگاه ی حل مواجهیم آن با همواره که مسائل از ی .١٠.٢ مثال
، دستگاه چنین حل �شوند. م خط معادلات دستگاه ی حل به منجر �سازی) خط صورت در خط غیر مدل�های حت

است نظر مد Ax = b دستگاه حل کنید فرض باشد. ل�ساز مش بسیار �تواند م �رسد، م نظر اول نگاه در آنچه خلاف بر

�شود م تعریف زیر صورت به هیلبرت ماتریس هیلبرتاست. ماتریس A آن در که

Hn :=


۱ ۱

۲ · · · ۱
n

۱
۲

۱
۳ · · · ۱

n+۱
... ... ...
۱
n

۱
n+۱ · · · ۱

۲n−۱

 ∈ Rn×n.

اینکه برای هستیم. xجواب بردار دنبال به است. شده داده نیز b یعن راست سمت بردار و n = ۱۱ �کنیم فرضم اینجا در

سمت بردار x در A کردن ضرب با و x = [۱, ۱, . . . , ۱]T ∈ R۱۱ �کنیم م فرض باشیم داشته را مسئله دقیق جواب

جواب با را x̂تقریبی جواب و �گیریم م کار به شده داده b Aو با دستگاه حل روشبرای ی حال �آوریم. م بدست را راست

A = hilb(11) دستور از هیلبرت ماتریس تولید برای �نویسیم. م مت�لب محیط در را برنامه �کنیم. م مقایسه x دقیق

دستور کم به �کنیم. م استفاده ones(11,1) دستور از ۱ درایه�های با ۱۱ اندازه�ی از ستون برداری تولید برای و

�آوریم: م بدست را دستگاه عددی جواب linsolve

>> A = hilb(11); b = A*ones(11,1); xhat = linsolve(A,b)

xhat =

0.999999993350113

1.000000703429746

0.999981603925342

1.000207015815544

0.998760068660420

1.004379228959193

0.990427925814003
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1.013093309178271

0.989092115526001

1.005059843203712

0.998998187609104

پیش�فرض دقت �کند. م استفاده محورگیری با LU تجزیه�ی روش از linsolve دستور باشد، مربع A ماتریس اگر

این حل در نسبی ماکزیمم خطای اگر اما ،u .
= ۱٫ ۱ × ۱۰−۱۶ حالت این در دیدیم و است دوبرابر دقت مت�لب، در

داریم کنیم حساب را دستگاه
∥x − x̂∥∞
∥x∥∞

.
= ۰٫ ۰۱۳۰۹۳۳۰۹۱۷۸۲۷۱,

کنیم فکر شاید ماست. انتظار از بدتر بار ۱۰۱۵ نسبی خطای تقریباً کوچ ابعاد این با ماتریس این برای �دهد م نشان که

محورگیری صورت در روش این که �شود م ثابت عددی جبرخط کتاب�های در اما است. LU تجزیه�ی روش از ل مش

خود به مربوط ل مش این علت دید بخشخواهیم این در کرد. جستجو ری دی جای در را ل مش باید و است پایداری روش

�شوند م ماتریس چنین به منجر که عددیی روش�های از باید و است! بیمار ماتریس ی ماتریس این است. A ماتریس

کرد. اجتناب

شود نوشته زیر صورت به گسترده ل ش به p(x) = (x − ۱)(x − ۲) · · · (x − ۸) کنید فرض .١١.٢ مثال

p(x) = x۸ − ۳۶x۷ + ۵۴۶x۶ − ۴۵۳۶x۵ + ۲۲۴۴۹x۴ − ۶۷۲۸۴x۳

+ ۱۱۸۱۲۴x۲ − ۱۰۹۵۸۴x + ۴۰۳۲۰

ریشه�های یافتن برای roots دستور مت�لب در �باشند. م ۸ ،. . . ،۲ ،۱ متمایز طبیع اعداد آن ریشه�های که است واضح

چندجمله�ای ی ریشه�های �توان م دستور این با است. ضرایبچندجمله�ای بردار آن ورودی �رود. م کار به چندجمله�ای ی

خواهیم را زیر نتایج کنیم استفاده دستور این از اگر آورد. بدست خوب بسیار دقت با را مثال) همین مانند پایین درجه (از

داشت

>> c = [1 -36 546 -4536 22449 -67284 118124 -109584 40320];

>> r = roots(c)

r =
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8.0000

7.0000

6.0000

5.0000

4.0000

3.0000

2.0000

1.0000

به را −۳۶ یعن دوم ضریب حال شده�اند. ارائه اعشار رقم چهار تا اینجا در و دقیق�اند اعشار رقم ۱۱ تا حداقل که

داریم �یابیم. م را ریشه�ها دستور همین کم به باز و �دهیم م تغییر −۳۶٫ ۰۰۱

>> c = [1 -36.001 546 -4536 22449 -67284 118124 -109584 40320];

>> r = roots(c)

r =

8.2726

6.4999 + 0.7293i

6.4999 - 0.7293i

4.5748

4.1625

2.9911

2.0002

1.0000

ی عوض در و ندارد وجود ریشه�ای ر دی [۵٫ ۵, ۶٫ ۵] بازه�ی در مثال عنوان به اما نکرده�اند، تغییر خیل ریشه�ها از برخ

که خاص وریتم ال نه است مسئله خود به مربوط بدوضع این که �کنیم م نشان خاطر داریم. مزدوج مختلط ریشه جفت

پایین، درجه با چندجمله�ایها ریشه�های یافتن برای roots دستور شد گفته که همانطور شد. گرفته کار به آن حل برای

عوض را ریشه�ها ساختار ورودی در اختلال اندک که شد باعث مسئله خود بدوضع که کردیم مشاهده اما است. پایدار

آمدند. بدست نیز مختلط ریشه�های که آنجا تا کند
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ندارد، ل مش کنیم حل است قرار که مسئله�یی که معن این به است قبل مثال�های از متفاوت مثال این .١٢.٢ مثال
عدد برای را In =

∫ ۱

۰
tn

t+۱۰ dt �خواهیم م نیست. مناسبی روش �گیریم م کار به آن حل برای که عددیی وریتم ال اما

I۰ = داریم ابتدا �آوریم. م بدست Ik−۱ و Ik بین ارتباط برقراری با بازگشت روش ی کنیم. محاسبه n > ۱ ثابت

�آید: م بدست In آوردن بدست برای زیر بازگشت رابطه ، t
t+۱۰ = ۱ − ۱۰

t+۱۰ اینکه به توجه با .
∫ ۱

۰
dt

t+۱۰ dt = ln ۱٫ ۱
Ik = −۱۰Ik−۱ +

۱

k
, k = ۱, ۲, . . . , n

I۰ = ln ۱٫ ۱.

(٢٩.٢)

�شوند م نوشته I۱۶ محاسبه برای مت�لب در زیر دستورات

I = log(1.1);

for k = 1 : 16

I = -10*I + 1/k;

end

مثبت واقع جواب هستیم مطمئن حداقل زیرا است، نادرست قطعاً که است −۰٫ ۰۶۹۱۲۲۱۲۳۱۰۷۳۰۵ مقدار نتیجه،

درمان به نیاز شده ارائه روش اما ندارد ل مش مسئله اینجا در گرفته�ایم. انتگرال [۰, ۱] روی مثبت تابع ی از زیرا است

دارد.

ری دی و ، بررس تحت مسئله بدوضع ی کردیم. مشاهده را هم با مرتبط اما متفاوت مفهوم دو مثال�ها، این در

عددیِ وریتم ال و روش مورد در هم و ریاض (مدل) مسئله مورد در هم پایداری مفهوم عددی. وریتم ال یا روش ناپایداریِ

به معمولا شوند. بررس جداگانه طور به وریتم ال و روش پایداری و مسئله پایداری باید واقع در �رود. م کار به مسئله حل

معمولا وریتم ال و روش مورد در �نامند. م خوش�وضع را پایدار مسئله و �گویند م مسئله وضعیت اول حالت در پایداری

پایداری بررس برای �پردازیم. م (مدل) مسئله وضعیت به فقط بخش این ادامه�ی در �شود. م استفاده پایداری واژه از فقط

قبل بخش در اما نرسیده�ایم. آن به هنوز درس اینجای تا که کنیم مطالعه را روش�ها خود است لازم ابتدا عددی روش�های

در بیشتر توضیحات کردیم. صحبت داخل ضرب و ضرب جمع، مانند محاسبات وریتم�های ال پایداری مورد در اندک

است. آمده [۶] پیشرفته عددی آنالیز کتاب در زمینه این

مسئله ی وضعیت ١.۶.٢

ری دی مجموعه�ی خروج و است داده�ها از مجموعه�ای شامل ورودی است. خروج و ورودی دارای معمولا مسأله ی

باشد. y ∈ Rn خروج و x ∈ D ⊆ Rm ورودی کنیم فرض �شود. م تعیین ورودی توسط تا ی صورت به که است
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ضمن صورت به F مانند نگاشت ی توسط y و x معمولا

F (x, y) = ۰ (٣٠.٢)

که دارد وجود f نگاشت شود، تعیین x حسب بر صریح و تا ی بطور y اگر ارتباطند. در هم با f : D → Rn

y = f(x)
. (٣١.٢)

به نسبت f نگاشت حساسیت بررس ماست مد�نظر آنچه داد. تعمیم نیز مختلط اعداد میدان به را آن �توان م همچنین

مسئله�ی �گذارد. م y بر اثری چه x بردار در کوچ تغییرات بدانیم �خواهیم م است. x ورودی داده�ی در جزئ تغییرات

جواب در زیاد تغییرات ایجاد باعث x ورودی در جزئ (اختلالات) تغییرات اگر گوییم خوشوضع را (٣١.٢) یا (٣٠.٢)

فضاهایی نرم با و دارد بستگ داریم انتظار آن از که دقت و مسئله نوع به تغییرات این بودن بزرگ و کوچ میزان نشود. y

�کنیم م تعریف بنابراین �شود. م اندازه�گیری دارند تعلق آن�ها به y و x که

δy و x + δx ∈ D که ونه�ای ب باشد اختلال ی δx و x ∈ D گیریم .( ریاض مسئله�ی (وضعیت ۵.٢ تعریف
که گونه�ای به باشد y در آمده وجود به تغییرات

F (x + δx, y + δy) = ۰, (٣٢.٢)

صریح فرم در یا و

y + δy = f(x + δx). (٣٣.٢)

ه بطوری باشد موجود C مثبت ثابت� و باشد تا ی جواب دارای اگر است خوش�وضع (٣٠.٢) مسئله�ی آنگاه

∥δy∥ 6 C∥δx∥, یا ∥δy∥
∥y∥

6 C
∥δx∥
∥x∥

, (٣۴.٢)

است ن مم جواب و داده برای شده تعریف های نرم است. شده بیان نسبی صورت به ری دی و مطلق صورت به ی که

مسئله اینکه برای �گوید، م (٣۴.٢) رابطه متعلق�اند. متفاوت فضای دو به جواب و ورودی داده�ی احیاناً که چرا نباشند، ی

شود. جواب در مرتبه همان از اختلال به منجر داده در کوچ اختلال است لازم باشد، خوش�وضع (٣٠.٢)

آن برای باید باشد، بدوضع ریاض مسئله ی اگر �شود. م گفته بدوضع نباشد، خوش�وضع بالا مفهوم به مسئله�ای اگر

است این راه ی داشت. نخواهند کارایی آن حل برای معمول عددی روش�های زیرا شود اندیشیده خاص عددی حل راه

کنیم. اعمال آن روی را عددی روش� سپس و تبدیل خوش�وضع معادل مسئله�ی ی به را بدوضع مسئله که
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یرید: ب نظر در را زیر اولیه�ی مقدار دیفرانسیل معادله .١٣.٢ مثال

y′ = ۱۰۰y − ۱۰۱e−t, y(۰) = y۰, t > ۰, (٣۵.٢)

است y۰ یعن آن اولیه شرط مقدار مسئله این ورودی�های از ی است. y(t) = e−t دقیق جواب دارای y۰ = ۱ ازای به که

یرید ب درنظر را زیر یافته�ی اختلال مسئله�ی حال است. y(t) تابع مسئله جواب و

y′ = ۱۰۰y − ۱۰۱e−t, y(۰) = y۰ + δ,

به یافته اختلال مسئله�ی این جواب داد نشان �توان م به�سادگ است. اولیه شرط مقدار در کوچ اختلال ی δ طوری�که

این�رو از .yδ(t) = e−t + δe۱۰۰t از عبارتست y۰ = ۱ ازای

yδ(t) − y(t) = δe۱۰۰t,

با خود اولیه شرط مقدار در اختلال به نسبت (٣۵.٢) مسئله�ی بنابراین �کند. م رشد به�سرعت t افزایش با است واضح که

است. بدوضع t افزایش

این هستیم. مناسب معیار و متر ی نیازمند ورودی در جزئ تغییرات به نسبت جواب حساسیت میزان بررس برای

ضریب آوردن بدست برای بود. خواهد f نگاشت از خاصیت وضعیت ضریب اینجا در �گوییم. م وضعیت ضریب را متر

(دقیق) رقم بی�نهایت با را آن f نگاشت �دهیم م تغییر را x وقت �کنیم م فرض ابتدا ،x نقطه�ی در f نگاشت وضعیتِ

به را آن است قرار که وریتم ال به ربط هیچ و است f ذات در حالت این در وضعیت عدد حقیقت در �کند. م محاسبه

آنگاه �دهد م نشان حساسیت چقدر x + δx به x تغییر به نسبت f نگاشت بدانیم اگر ندارد. کند محاسبه عددی صورت

کنیم. حساب نیز را y تغییرات �توانیم م

وضعیت ضریب ٢.۶.٢

تغییرات δx و x ̸= ۰, y ̸= ۰ �کنیم م فرض ابتدا .m = n = ۱ کنیم فرض �کنیم. م شروع متغیره ی ساده�ی حالت با

داریم تیلر بسط از x در f مشتق�پذیری فرض با (٣١.٢) صریح فرم در باشد. y در متناظر تغییرات δy و x در جزئ

δy = f(x + δx) − f(x) = f ′(x)δx + O(|δx|۲).

داریم نسبی دید از خطا، جمله�ی از چشم�پوش با

δy

y
≈ xf ′(x)

f(x)
· δx

x
, |δx| ≪ ۱.

�کنیم م تعریف

(cond f) (x) :=

∣∣∣∣xf ′(x)

f(x)

∣∣∣∣ (٣۶.٢)
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نوشت �توان م بنابراین است. x نقطه�ی در f نگاشت وضعیت ضریب چپ سمت عبارت δyy∣∣∣∣که
∣∣∣∣ ≈ (cond f) (x)

∣∣∣∣δxx
∣∣∣∣ .

اگر است. بزرگ ورودی) (داده x در نسبی اختلال به نسبت چقدر (جواب)، y در نسبی اختلال �گوید م ما به ضریب این

داریم صورت این در که یریم ب نظر در نسبی را δy و مطلق را δx است بهتر y ̸= ۰ و x = ۰

(cond f) (x) =

∣∣∣∣f ′(x)

f(x)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣δyy
∣∣∣∣ ≈ (cond f) (x) |δx| .

y = x = ۰ اگر اما �گیریم. م نظر در مطلق را δy و نسبی را δx و �کنیم م عمل صورت همین به باز y = ۰ و x ̸= ۰ اگر

آنگاه

(cond f) (x) = |f ′(x)| , |δy| ≈ (cond f) (x) |δx| ,

حالت همانند x ̸= ۰, y = ۰ و x = ۰, y ̸= ۰ حالت دو در گاه شده�اند. بررس مطلق بطور جواب و ورودی دوی هر که

�شوند. م لحاظ مطلق صورت به δy و δx دوی هر و �شود م عمل آخر

�دهیم م قرار �کنیم. م بررس را دلخواه�اند n و m که حالت اکنون

x = [x۱, x۲, . . . , xm]T ∈ D ⊆ Rm, y = [y۱, y۲, . . . , yn]T ∈ Rn

صورت به درایه به درایه را f نگاشت و

yj = fj(x۱, x۲, . . . , xm), j = ۱, ۲, . . . , n

با را x در نسبی اختلال هستند. xi متغیر m تمام به نسبت جزئ مشتقات دارای ها fj �کنیم م فرض �گیریم. م نظر در

∥δx∥Rm

∥x∥Rm

, δx = [δx۱, . . . , δxm]T

با را y در نسبی اختلال و
∥δy∥Rn

∥y∥Rn

, δy = [δy۱, . . . , δyn]T

متغیره چند تیلر بسط از �کنیم. مرتبط ورودی در اختلال با را جواب در اختلال که است این �مان سع و �کنیم م اندازه�گیری

داریم

δyj = fj(x + δx) − fj(x) =
m∑

i=۱

∂fj

∂xi

(x)δxi + O(∥δx∥۲).

داریم خطا جمله�ی از چشم�پوش با

|δyj| 6
m∑

i=۱

∣∣∣∣∂fj

∂xi

∣∣∣∣ |δxi| 6 max
i

|δxi| ×
m∑

i=۱

∣∣∣∣∂fj

∂xi

∣∣∣∣
6 max

i
|δxi| × max

j

m∑
i=۱

∣∣∣∣∂fj

∂xi

∣∣∣∣ .
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پس است. بر�قرار نیز maxj |δyj| برای است، برقرار j = ۱, ۲, . . . , n هر برای رابطه این که آنجا از

∥δy∥∞ 6 ∥δx∥∞
∥∥∥∥∂f

∂x

∥∥∥∥
∞

. (٣٧.٢)

اینجا در

∂f

∂x
= Jf :=


∂f۱

∂x۱

∂f۱

∂x۲
· · · ∂f۱

∂xm

... ... ...
∂fn

∂x۱

∂fn

∂x۲
· · · ∂fn

∂xm

 ∈ Rn×m

به توجه با است.) متغیره چند توابع برای اول مرتبه مشتق با متناظر ژاکوبین (ماتریس است. معروف ژاکوبین ماتریس به

داریم: (٣٧.٢)
∥δy∥∞
∥y∥∞

6 ∥x∥∞ ∥Jf (x)∥∞
∥f(x)∥∞

· ∥δx∥∞
∥x∥∞

.

تعریف بنابراین بود، خواهد برقرار تقریباً مناسب های δx برای تساوی اما است برقرار نامعادله صورت به رابطه این چه اگر

�کنیم م

(cond f) (x) :=
∥x∥∞ ∥Jf (x)∥∞

∥f(x)∥∞
. (٣٨.٢)

�شود. م حاصل (٣۶.٢) رابطه�ی ،m = n = ۱ وقت وضوح به

که � حالت در است. نظر مد y جواب و x ورودی برای g(y) = x غیرخط معادله�ی حل g ∈ C۱ برای .١۴.٢ مثال
است. تعریف خوش مسأله این باشد معکوس�پذیر y همسای در g اگر است. ریشه�یابی مسأله�ی همان مسأله این x = ۰

حالت این در

y = g−۱(x) := f(x), f ′(x) =
۱

g′(y)

داریم و

(cond f) (x) =

∣∣∣∣ ۱

g′(y)

∣∣∣∣ |x||y|
x, y ̸= ۰

آنگاه y = ۰ یا ریشه�یابی) (مسئله�ی x = ۰ اگر

(cond f) (x) =

∣∣∣∣ ۱

g′(y)

∣∣∣∣ .
است. بدوضع مسئله (g′(y) = ۰) باشد تکراری y ریشه�ی اگر یابی ریشه مسئله در بنابراین

فرض یرید. ب نظر در را است x > ۱ آن در که y۲ − ۲xy + ۱ = ۰ دوم درجه جبری معادله جواب�های .١۵.٢ مثال
x حسب بر y حل با و F (x, y) = y۲ − ۲xy + ۱ = ۰ نوشت �توان م ضمن فرم در باشد. جواب y و ورودی x کنید

و f ′
±(x) = ۱ ± x√

x۲−۱
داریم .y± = x ±

√
x۲ − ۱ := f±(x) داریم صریح فرم به

(cond f) (x) =
|x|√

x۲ − ۱
, x > ۱.
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ریشه�ها یعن x = ۱ که حالت در است. خوش�وضع مسئله باشند) متمایز (ریشه�ها باشد دور ۱ از x وقت بنابراین

فرض کرد. تبدیل خوش�وضع مسئله ی به را مسئله این �توان م متغیر تغییر ی با است. بدوضع مسأله باشند، مضاعف

داریم .t = x +
√

x۲ − ۱ کنیم

F (t, y) = y۲ − ۱ + t۲

t
y + ۱ = ۰,

مسئله تکینگ پارامتر تغییر این هستند. برابر t = ۱ برای که بود خواهند y+ = ۱/t و y− = t به�صورت ریشه�ها و

و y− = y−(t) ریشه دو هر جدید فرم در �برد. م بین از − آمد وجود به x = ۱ حالت برای قبل فرم در که − را

داریم t مقدار هر برای وضعیت، ضریب محاسبه�ی با هستند. t = ۱ همسای در t به نسبت هموار توابع y+ = y+(t)

بود. خواهد خوش�وضع مسئله جدید فرم بنابراین .(cond f) (t) = ۱

یرید ب نظر در را زیر غیرخط معادله .١۶.٢ مثال

xn = ae−x, a > ۰, n ≥ ۱.

باشند مفروض معادله این برای ζ و ξ مثبت ریشه�ی دو اگر چراکه دارد. ξ(a) مثبت ریشه ی دقیقاً n هر برای معادله این

ξn − ae−ξ > بنابراین و −ae−ξ > −ae−ζ و ξn > ζn آنگاه ξ > ζ کنیم فرض شود کاسته کلیت از اینکه بدون و

f(۰) = −a < ۰ آنگاه f(x) = xn − ae−x دهیم قرار اگر است. تناقض در ζ و ξ بودن ریشه فرض با که ζn − ae−ζ

تابع عنوان به ξ(a) �دهیم م نشان حال دارد. قرار (۰, n
√

a) در تا، ی ریشه�ی این پس ،f( n
√

a) = a − ae−
n
√

a > ۰ و

داریم a به نسبت ξ از ضمن مشتق�گیری با .[ξ(a)]n − ae−ξ(a) = ۰ داریم است. خوش�وضع a از

nξn−۱ dξ

da
− e−ξ + ae−ξ dξ

da
= ۰ یا ξ′(a) =

dξ

da
=

e−ξ

nξn−۱ + ae−ξ
.

است: محاسبه قابل زیر صورت به وضعیت ضریب حال

(cond ξ)(a) =
ξ′(a)

ξ(a)
a =

ae−ξ

nξn + aξe−ξ
=

ae−ξ

nae−ξ + aξe−ξ
=

۱

n + ξ
<

۱

n
.

زیاد اختلال دچار را ξ ریشه�ی ،a در جزئ تغییرات یعن است، خوش�وضع a از تابع بعنوان ξ �دهد م نشان بالا نامساوی

کرد. نخواهد

خط معادلات دستگاه .( خط معادلات دستگاه وضعیت (ضریب ١٧.٢ مثال

Ax = b, A ∈ Rn×n, b ∈ Rn

این وضعیت بررس برای است. جواب x و ورودی b ̸= ۰ بردار و A معکوس�پذیر ماتریس آن در که �گیریم م نظر در را

بنابراین �شود. تغییر دچار b بردار فقط و نشود وارد اختلال A ماتریس درایه�های به کنیم فرض ابتدا مسئله f : Rn → Rn

x = f(b) := A−۱b,
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داریم (٣٨.٢) تعریف طبق ∂f/∂b = A−۱ اینکه به توجه با

(cond f) (b) =
∥b∥∥A−۱∥
∥A−۱b∥

=
∥Ax∥∥A−۱∥

∥x∥
, (Ax = b ,(که

برقرار b و x بین ی به ی رابطه�ی ی اینکه به توجه با است. شده استفاده ماتریس و برداری p-نرم�های از آن در که

یافت زیر صورت به را وضعیت عدد (بزرگترین) بدترین �توان م است

max
۰ ̸=b∈Rn

(cond f) (b) = max
۰ ̸=x∈Rn

∥Ax∥
∥x∥

· ∥A−۱∥ = ∥A∥ · ∥A−۱∥.

�کنیم م تعریف بنابراین �گویند. م A ماتریس وضعیت ضریب آن به و نیست وابسته b به راست سمت عبارت آخرین

cond (A) := ∥A∥ · ∥A−۱∥. (٣٩.٢)

ماتریس ضریبوضعیت آن به که �دهیم م نشان condp(A) با را ضریبوضعیت کرده�ایم، استفاده ماتریس p-نرم از چون

را A ضرایب ماتریس با خط معادلات دستگاه ی وضعیت عدد، این که است ذکر به لازم �شود. م گفته p نرم در A

وارد b به δb اندازه به اختلال اگر را. غیره و ویژه مقادیر Aمانند به وابسته ر دی کمیت�های وضعیت نه �کند، م اندازه�گیری

Aδx = δb داریم رو این از .A(x + δx) = b + δb ه طوری به �شود م ایجاد x جواب در δx اختلال آن با متناظر شود،

Ax = b طرفین از نرم گرفتن با طرف از .∥δx∥ 6 ∥A−۱∥ ∥δb∥ �دهد م نتیجه طرفین از نرم گرفتن .δx = A−۱δb یا

�دهند م نتیجه دو هر این که ، ۱
∥x∥ 6 ∥A∥

∥b∥ داریم

∥δx∥
∥x∥

6 cond (A)
∥δb∥
∥b∥

. (۴٠.٢)

جواب در زیاد اختلال باعث ورودی در جزئ اختلال باشد، بزرگ A ماتریس وضعیت ضریب اگر �دهد م نشان بالا رابطه

است. بدوضع دستگاه گوییم حالت این در �شود. م x

وارد اختلال b و A دوی هر به اگر کل حالت در یا و شود وارد A ماتریس به اختلال ،b راست سمت بردار بجای اگر

است. وابسته A ماتریس وضعیت ضریب به x جواب در آمده وجود به اختلال داد نشان �توان م هم باز شود

دستور مت�لب در

cond(A,p)

ماتریس نرم�های برای ترتیب به را 'fro' و ،inf ،2 ،1 �تواند م p که �دهد م ارائه را p نرم ماتریسAدر وضعیت ضریب

کند. اختیار فروبنیوس و بینهایت دو، ، ی

ماتریس اول �کنیم. م بررس را �شوند م ظاهر عددی محاسبات و آنالیز در وفور به که ماتریس چند وضعیت حال

است. آمده n مقدار چند ازای به هیلبرت ماتریس وضعیت ضریب زیر جدول در شد. ارائه ١٠.٢ مثال در که است هیلبرت

n ۱۰ ۲۰ ۴۰

cond۲Hn ۱٫ ۶۰ × ۱۰۱۳ ۲٫ ۴۵ × ۱۰۲۸ ۷٫ ۶۵ × ۱۰۵۸
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”دقت همچنین بود. نخواهد حل قابل “ معمول ”دقت در هیلبرت ماتریس با ۱۰ مرتبه خط معادلات دستگاه ی

است شده اثبات بود. نخواهد کاف n = ۲۰ مرتبه هیلبرت ماتریس ی برای دوبرابر“

cond۲(Hn) ∼ (
√

۲ + ۱)۴n+۴

۲
۱۵
۴
√

πn
, n → ∞ وقت .

�شود. م شناخته بدوضع ماتریس ی عنوان به هیلبرت ماتریس بنابراین

صورت به و کسری�اند راست سمت بردار و ۱۱ × ۱۱ هیلبرت ماتریس درایه�های �گردیم. م بر ١٠.٢ مثال به حال

داریم دوبرابر) (دقت مت�لب پیش�فرض دقت در واقع در �شوند. نم ذخیره کامپیوتر در دقیق

∥δA∥∞
∥A∥∞

≈ ۱۰−۱۶,
∥δb∥∞
∥b∥∞

≈ ۱۰−۱۶.

A درایه�های خطای از اگر حت و نکند تولید خطایی هیچ محورگیری) با LU تجزیه روش اینجا (در عددی روش اگر حت

داریم ،cond∞(A) ≈ ۱٫ ۲۵ × ۱۰۱۵ اینکه به علم با و (۴٠.٢) طبق کنیم، نظر صرف

∥δx∥∞
∥x∥∞

. ۱۰−۱۶ × ۱٫ ۲۵ × ۱۰۱۵ = ۰٫ ۱۲۵

دارد. همخوان مثال آن در آمده بدست نتیجه با که

تعریف زیر صورت به ،tn ،. . . ،t۲ ،t۱ متمایز و حقیق مقادیر برای که است واندرموند ماتریس ر دی مشهور ماتریس

�شود: م

Vn =


۱ ۱ · · · ۱

t۱ t۲ · · · tn
... ... ...

tn−۱
۱ tn−۱

۲ · · · tn−۱
n

 ∈ Rn×n.

به [−۱, ۱] بازه�ی در مقادیر این اگر �کنیم. م بررس را �آیند م بدست tk مقادیر مختلف انتخاب�های از که مثال چند حال

با هم�فاصله صورت

tk := ۱ − ۲(k − ۱)

n − ۱
, k = ۱, ۲, . . . , n

است شده ثابت آنگاه شوند، تعریف

cond∞(Vn) ∼ ۱

π
e−

π
۴ en(π

۴
+ ۱

۲
ln ۲), n → ∞.

خواهیم آن به بعدی فصل�های در که �شود م ظاهر چندجمله�ایها کم به درونیابی مسئله�ی در مثال عنوان به حالت این

است. آمده بینهایت نرم در وضعیت�ها ضریب از مقدار چند زیر جدول در رسید.

n ۱۰ ۲۰ ۴۰ ۸۰

cond∞Vn ۱٫ ۳۶ × ۱۰۴ ۱٫ ۰۵ × ۱۰۹ ۶٫ ۹۳ × ۱۰۱۸ ۳٫ ۱۵ × ۱۰۳۸



پرسش�ها ٧.٢ ۵٠

نمایی آن رشد باز اما نیست، هیلبرت ماتریس اندازه�ی به حالت این در واندرموند ماتریس وضعیت ضریب رشد اینکه با

هارمونی اعداد tk مقادیر اگر شد خواهد بدتر شرایط است. بدوضع ماتریس ی بنابراین و است

tk =
۱

k
, k = ۱, ۲, . . . , n

دارد. نمایی حالت از بیشتر بسیار رشد که cond∞(Vn) > nn+۱ صورت این در شوند. انتخاب

پرسش�ها ٧.٢

±۰/d۱d۲d۳×۲e صورت به آن در حقيق عدد هر که يريد ب نظر در را ٢ مبنای در نرمال شناور نمايشمميز دستگاه .١

استفاده گردکردن از اعداد ر دي نمايش برای کنيد فرض .−۱ 6 e 6 ۱ و dj ∈ {۰, ۱} که �شود م داده نمايش

با نمايش قابل اعداد تعداد و منف و مثبت اعداد بزرگترين و ترين کوچ و گردکردن واحد و دستگاه اپسيلون شود.

ر دي بار ي را بالا موارد ،−۳ 6 e 6 ۳ و باشد ±۰/d۱d۲d۳d۴ × ۲e دستگاه اگر کنيد. محاسبه را دستگاه اين

کنيد. محاسبه

جمع عمل خنث عضو همچنين و نيست برقرار جمع پذيری شرکت قاعده F(β, t, L, U) در دهيد نشان مثال با .٢

�باشد. نم منحصربفرد

کنید. اثبات را (١٠.٢) روابط .٣

آنگاه باشد، F(β, t, L, U) در بالا به a شده�ی گرد flup(a) و a ∈ R اگر دهید نشان .۴

∣∣a − flup(a)
∣∣ 6 βe−t,

∣∣a − flup(a)
∣∣

|a|
6 β۱−t.

کنید. اثبات نیز پایین به گردکردن برای را نامساوی�ها این

داریم باشد، شناور ممیز اعداد دامنه در x ∈ R اگر کنید ثابت .۵

fl(x) =
x

۱ + ε
, |ε| 6 u.

دستگاه اين در اعداد است؟ چقدر ۲ و ۱ بين اعضای تعداد يريد. ب نظر در را دوبرابر دقت با IEEE استاندارد .۶

اپسيلون چقدرند؟ مطلق قدر لحاظ از نمايش قابل اعداد ترين کوچ و بزرگترين دارند؟ مبنای۱۰ در رقم چند حداکثر

آوريد. بدست ۱۰ توان حسب بر را ماشين

است. ۱ برابر شناور ممیز اعداد فاصله�ی آن در کنید تعیین را بازه�ای ، معمول دقت با IEEE استاندارد در .٧



۵١ پایداری مفهوم و خطاها .٢ فصل

دارد؟ وجود معمول دقت با غیرصفر متوال عدد دو بین دوبرابر دقت با شناور ممیز عدد چند IEEE استاندارد در .٨

آوردید. بدست را زیر تقریب�های دهده درست بامعنای ارقام تعداد .٩

x = ۳۱٫ ۹۹۸۲۳, x̂ = ۳۲٫ ۰۰۱۲۹,

x = ۲٫ ۵۳۰۱۲۳۲, x̂ = ۲٫ ۵۳۰۲۳۹۴,

x = ۰٫ ۰۰۵۲۱۰, x̂ = ۰٫ ۰۰۵۹۱.

دودویی درست بامعنای ارقام تعداد و بنویسید دو مبنای در را x̂ = ۲٫ ۴۲۵ و x = ۲٫ ۴۳۱ دهده عدد دو .١٠

کنید. پیدا را آنها سان ی

nu < ۲ برای |θn| 6 nu/(۱ − nu/۲) بهتر کران آنگاه ρk = ۱, ∀k باشیم داشته ٢.٢ لم در اگر دهید نشان .١١

است. برقرار

وریتم ال برای جدید پیشرو و پسرو آنالیزهایخطای کند، پشتیبان را ترکیبی عملضرب-جمع ماشین فرضاینکه با .١٢

دهید. ارائه داخل ضرب

بنویسید. حذف خطای از جلوگیری جهت زیر عبارات برای ری دی ل ش .١٣

۱ − cos x, |x| ≪ ۱,

sin x − cos x, |x| ≈ π/۴,

ln(
√

x۲ + ۱ − x), |x| ≫ ۱

sin x − sin y, x ≈ y.

نمایید. مشخص را بدوضع وقوع ان ام و کنید تعیین را زیر توابع وضعیت ضریب .١۴

(a) f(x) = ln x, x > ۰

(b) f(x) = sin−۱ x, |x| 6 ۱

(c) f(x) = sin−۱ x√
۱ + x۲

(d) f(x) = x۱/n, x > ۰, n ∈ N

p در اختلال به نسبت را x۲ + ۲px − q = ۰ دوم درجه معادله برای x± = −p ±
√

p۲ + q مسئله�ی وضعیت .١۵

کنید. بررس مجزا صورت به q و



پرسش�ها ٧.٢ ۵٢

کنید دقت بنویسید. f و g وضعیت ضرایب حسب بر را h وضعیت ضریب h(x) = g(f(x)) ترکیبی تابع برای .١۶

ار ب x = π
۴ در h(x) = ۱+sin x

۱−sin x
تابع برای را نتایج �شوند. م محاسبه نقطه�ای چه در ی هر وضعیت ضرایب که

گیرید.

و x اگر دهید نشان آورید. بدست را بینهایت نرم در نگاشت این وضعیت ضریب و f(x, y) = x + y دهید قرار .١٧

برابر تقریباً آنها اندازه�ی و هم عکس علامتشان y و x اگر اما است، خوش�وضع آن�ها جمع عمل باشند هم�علامت y

بود. خواهد بدوضع جمع عمل باشد،

یرید: ب نظر در را زیر جبری معادله .١٨

xn + ax − ۱ = ۰, a > ۰, n ≥ ۲.

دارد. ξ(a) مثبت ریشه ی دقیقاً معادله این دهید نشان الف.

بیابید. (cond ξ)(a) برای فرمول ب.

آورید. بدست (cond ξ)(a) برای مناسبی بالای و پایین کرانهای ج.



٣ فصل

تقریب و درونیابی

(غالباً) ویی ال یافتن تقریب، مسئله�ی از هدف باشد. دست دامنه�اشدر از نقطه متناه تعداد در تابع ی مقادیر فرضکنیم

همواره بعلاوه باشد. نزدی اصل تابع به است ن مم که آنجا تا و ال این ه بطوری است نقاط از مجموعه این برای پیوسته

به ما وی ال که توابع از فضایی به باشد. اصل تابع ساختار به نسبت تری ساده ساختار دارای شده ساخته وی ال علاقه�مندیم

فصل�های البته (و کتاب فصل این اصل مبنای که مناسب، تقریبِ فضاهای از ی �گوییم. تقریبم فضای دارد تعلق آن

نمایش Pn نماد با را فضا این پس این از است. R روی n درجه�ی از حداکثر چندجمله�ایهای فضای �باشد، م نیز بعدی)

تک�جمله�ایهای مجموعه�ی آن برای پایه ی و n + ۱ بعد با �البعد متناه فضا این �دانیم م که همانگونه �دهیم. م

{۱, x, x۲, . . . , xn}

نوشت زیر خط ترکیب صورت به �توان م را pn مانند n درجه چندجمله�ای هر یعن است،

pn(x) = a۰ + a۱x + a۲x
۲ + · · · + anx

n, x ∈ R. (١.٣)

روش�های از ی کرد. خواهیم Pnمعرف برای نیز ری دی پایه�های مناسب، عددی روش�های یافتن برای فصل این ادامه�ی در

�شود. م معرف زیر صورت به درونیابی مسئله�ی است. روشدرونیابی تقریب

[a, b] در هم xn ،. . . ،x۱ ،x۰ متمایز نقاط و باشد R در بازه�ای [a, b] کنیم فرض چندجمله�ای). (درونیابی مسئله
بیابید را pn ∈ Pn چندجمله�ای باشند. R در دلخواه مقادیری fn ،. . . ،f۱ ،f۰ کنیم فرض همچنین باشند. شده واقع

که ونه�ای ب

pn(xk) = fk, k = ۰, ۱, . . . , n. (٢.٣)

مجموعه�ی با گاه را درونیابی نقاط �گوییم. م درونیابی شرایط (٢.٣) شرط n + ۱ به و درونیابی نقاط xk به

X = {x۰, x۱, . . . , xn}

۵٣



۵۴

�دهد. م نشان نیز را آنها بودن متمایز مجموعه، ی در آنها نمایش که �دهیم م نمایش

f تابع �کنیم م مشاهده که همانگونه است. شده داده نشان نقطه پنج روی درونیابی مسئله�ی از شمایی ١.٣ ل ش در

�کنند. م قطع را ر دی ی درونیابی نقاط در آن درونیاب و

 

 

 

 

kx  

( )f x  

( )p x  ( )kf x  

درونیابی مسئله�ی از شمایی :١.٣ ل ش

k = ۰, ۱, . . . , n ،ak ضریب n + ۱ است کاف زیرا باشند، کاف pn یافتن برای درونیابی شرایط �رسد م نظر به

k هر بازای یعن باشند، آمده بدست ،f ∈ C[a, b] مانند �-مقدار حقیق پیوسته تابع ی از fk مقادیر اگر شوند. تعیین

خطای درونیابی، مسئله�ی به توجه با آنگاه ،fk = f(xk) باشیم داشته

f(x) − pn(x)

حداقل اما) نیست صفر (اگرچه خطا این نیز x ∈ [a, b]نقاط ر دی برای داریم انتظار است. صفر برابر xk درونیابی نقاط در

�شود. نم برآورده گاه انتظار این چندجمله�ایها فضای مورد در حداقل دید خواهیم اما ماست، انتظارِ این باشد. ناچیز

به را pn چندجمله�ای �شود: م بیان زیر صورت به که دارد وجود درونیاب چندجمله�ای تعیین برای سرراست روش ی

داریم صورت این در �کنیم. م اعمال را (٢.٣) درونیابی شرایط ،ak ضرایب تعیین برای و �دهیم م بسط (١.٣) صورت

a۰ + a۱x۰ + a۲x
۲
۰ + · · · + anx

n
۰ = f۰

a۰ + a۱x۱ + a۲x
۲
۱ + · · · + anx

n
۱ = f۱

... ...

a۰ + a۱xn + a۲x
۲
n + · · · + anx

n
n = fn

زیر ماتریس ل ش به را آن �توان م که
۱ x۰ x۲

۰ · · · xn
۰

۱ x۱ x۲
۱ · · · xn

۱

... ... ... ...

۱ xn x۲
n · · · xn

n




a۰

a۱

...

an

 =


f۰

f۱

...

fn
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فشرده�ی صورت به یا

V a = f

V ∈ R(n+۱)×(n+۱) و معلوم مقادیر بردار f ∈ Rn+۱ مجهول، ضرایب بردار a ∈ Rn+۱ آن در که داد، نمایش

۶.٢ بخش در که است واندرموند ماتریس ،V درونیابی ماتریس �کنیم، م مشاهده که همانگونه است. ضرایب ماتریس

ببینید)، را ۴ (پرسش است معکوس�پذیر xk متمایز نقاط برای واندرموند ماتریس اینکه به توجه با شد. معرف قبل فصل

و وجود این که �آید، م بدست تا ی صورت به pn چندجمله�ای بنابراین و شد خواهد تعیین تا ی صورت به a ضرایب بردار

داریم: را زیر قضیه بنابراین �کند. م اثبات را درونیاب چندجمله�ای تایی ی

متمایز نقطه�ی n+۱ با چندجمله�ای درونیابی مسئله�ی در که دارد وجود pn ∈ Pn چندجمله�ای ی تنها و ی .١.٣ قضیه
� �کند. م صدق

نقاط روی دو درجه درونیاب چندجمله�ای .١.٣ مثال

xk −۱ ۰ ۱

fk −۱ ۰ ۳

دستگاه حل با
۱ −۱ ۱

۱ ۰ ۰

۱ ۱ ۱




a۰

a۱

a۲

 =


−۱

۰

۳


♢ .p۲(x) = x۲ + ۲x بنابراین ،[a۰, a۱, a۲] = [۰, ۲, ۱] از است عبارت دستگاه این جواب �آید. م بدست

دیدگاه از اما �کند، م اثبات را pn تایی ی و وجود و است اهمیت دارای نظری دیدگاه از بالا در شده ارائه روش چه اگر

ضریب و است بدوضع واندرموند ماتریس کردیم، مشاهده ۶.٢ بخش در که همانگونه زیرا است. ناکارامد روش عددی

نخواهد محاسبه کامپیوتر در مناسبی دقت با a جواب بردار بنابراین و �یابد م افزایش سرعت به n افزایش با آن وضعیت

محاسبات هزینه�ی است پر ماتریس چون �بود، م خوش�وضع ماتریس این اگر حت است. روشناپایدار این واقع در شد.

ارائه کمتر هزینه�ی و مناسب�تر پایداری با روش�هایی بعدی بخش�های در است. ۲
۳n۳ حدود تجزیه روش�های با دستگاه حل

داد. خواهیم

تابع دنبال به و باشد، نظر مد n + ۱ بعد با U مانند دلخواه �البعد متناه زیرفضای ی در درونیابی اگر .١.٣ ملاحظه
کار به درونیاب تعیین برای بالا مشابه روش �توان م باشیم، ،k = ۰, ۱, . . . , n ،(xk, fk) نقاط روی u ∈ U درونیاب

مانند پایه ی واقع در برد.

{u۰(x), u۱(x), . . . , un(x)}



۵۶

با و �دهیم م بسط u(x) = a۰u۰(x) + a۱u۱(x) + · · · + anun(x) صورت به را u تابع �گیریم، م نظر در U برای

درونیابی شرایط اعمال

u(xk) = fk, k = ۰, ۱, . . . , n,

دستگاه به
u۰(x۰) u۱(x۰) · · · un(x۰)

u۰(x۱) u۱(x۱) · · · un(x۱)
... ... ...

u۰(xn) u۱(xn) · · · un(xn)




a۰

a۱

...

an

 =


f۰

f۱

...

fn.

 یا Ua = f ,

دارای یعن است خوش�تعریف درونیابی مسئله�ی باشد، معکوس�پذیر U اگر �گوییم. م درونیابی ماتریس U به �رسیم. م

ناپایدار گاه و دارد بالایی هزینه�ی عمل در روش این گفتیم، چندجمله�ای درونیابی در که همانگونه اما تاست. ی جواب

فضای ، مثلثات چندجمله�ایهای فضای �تواند م U جمله از شوند. طراح ری دی روش�های بایست معمولا و است،

♡ باشد. غیره و اسپلاین�ها

چندجمله�ای درونیابی خطای برای فرمول ابتدا در و �کنیم م چندجمله�ای درونیابی به معطوف را خود توجه ادامه در

بعد بخش�های در .f ∈ Cn+۱[a, b] باید واقع در و است نیاز f روی قوی همواری شرایط فرمول این در �دهیم. م ارائه

را یافته تعمیم رول قضیه�ی است لازم ابتدا ندارد. را کننده محدود فرض این که داد خواهیم ارائه نیز ری دی خطای کران

کنیم. یادآوری

در ریشه ی حداقل f (ℓ) آنگاه باشد. داشته [a, b] در متمایز ریشه ℓ + ۱ حداقل f ∈ Cℓ[a, b] تابع کنیم فرض .٢.٣ لم
دارد. [a, b]

،j = ۱, . . . , ℓ ،[αj−۱, αj] بازه�ی هر روی باشد. [a, b] در αℓ ،. . . ،α۰ متمایز ریشه�های دارای f کنیم فرض برهان.

ریشه ℓ حداقل دارای f ′ پس است. βj مانند ریشه ی حداقل دارای f ′ رول قضیه طبق f(αj−۱) = f(αj) = ۰ چون

است. [a, b] در ریشه ی حداقل دارای f (ℓ) آخر در و ریشه ℓ−۱ حداقل دارای f ′′ ترتیب همین به است. [a, b]روی

درونیاب چندجمله�ای pn فرضکنیم شده�اند. داده f ∈ Cn+۱[a, b] Xو = {x۰, . . . , xn} ⊂ [a, b] گیریم .٣.٣ قضیه
ه بطوری ξ(x) ∈ [a, b] دارد وجود x ∈ [a, b] هر برای آنگاه باشد، X بر مبتن f

Rn(f ; x) := f(x) − pn(x) =
(x − x۰) · · · (x − xn)

(n + ۱)!
f (n+۱)

(
ξ(x)

)
. (٣.٣)

،x /∈ X �کنیم م فرض بود. خواهند صفر برابر طرفین چراکه است برقرار بوضوح (٣.٣) معادله�ی ،x ∈ X اگر برهان.

�کنیم م تعریف و ،πn+۱(x) = (x − x۰) · · · (x − xn) �دهیم م قرار

g(t) = f(t) − pn(t) − f(x) − pn(x)

πn+۱(x)
πn+۱(t), t ∈ [a, b].
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رول قضیه طبق است. x خود و X اعضای تمام شامل ریشه n + ۲ حداقل دارای و است C(n+۱)[a, b] در g روشن به

از مشتق�گیری با .g(n+۱)(ξ) = ۰ ر دی عبارت به است. ،ξ مثلا ،[a, b] در ریشه ی حداقل دارای g(n+۱)(t) تعمیم�یافته

داریم g(t) تابع

g(n+۱)(t) = f (n+۱)(t) − ۰ − f(x) − pn(x)

πn+۱(x)
(n + ۱)!,

،g(n+۱)(ξ) = ۰ اینکه به توجه با کرده�ایم. استفاده π(n+۱)
n+۱ (x) = (n+۱)! و p

(n+۱)
n (x) = ۰ واقعیتکه این از آن در که

صورت به x از تابع عنوان به را آن علت بهمین و است ار آش نیز x به ξ وابستگ �شود. م نتیجه آسان به (٣.٣) معادله�ی

�دهیم. م نشان ξ(x)

است. مشهور لاگرانژ روشدرونیابی به که �کنیم م درونیابمعرف چندجمله�ای تعیین برای ری روشدی بخشبعد در

لاگرانژ روش� ١.٣

با را پایه این اگر باشد. قطری ماتریس ی درونیابی ماتریس که �سازیم م طوری را Pn فضای پایه�ی لاگرانژ روش در

{ℓ۰(x), ℓ۱(x), . . . , ℓn(x)}

�کنیم م تعریف منظور این برای باشند. درونیابی نقاط به وابسته آن اعضای بایست دهیم نشان

ℓk(x) =
n∏

j=۰
j ̸=k

x − xj

xk − xj

, k = ۰, ۱, . . . , n (۴.٣)

�کنند م صدق زیر کرونکر دلتای شرط در و هستند n درجه از چندجمله�ایهایی ℓk(x) که

ℓk(xi) = δk,i =

۱, i = k

۰, i ̸= k

, i, k = ۰, ۱, . . . , n. (۵.٣)

�دهیم م قرار اگر

pn(x) =
n∑

k=۰

fkℓk(x) (۶.٣)

لاگرانژ درونیابی فرمول ��گوییم. م لاگرانژ چندجمله�ایهای ℓk(x) چندجمله�ایهای به .pn(xk) = fk داریم وضوح به آنگاه

�کند. م اثبات نیز را درونیاب چندجمله�ای وجودِ ر دی نوع به

ℓk(x) چندجمله�ایهای ساختن برای اما است)، قطری دستگاه (چون داشت نخواهیم دستگاه حل برای هزینه�ای چه اگر

۳n برابر (۴.٣) فرمول با ℓk(x) هر محاسبه هزینه ،x ثابت نقطه برای دید �توان م سادگ به داریم. محاسبات هزینه�ی



لاگرانژ روش� ١.٣ ۵٨

عمل ۲n + ۱ به (۶.٣) فرمول با x نقطه�ی در pn محاسبه�ی آخر در است. ۳n(n + ۱) آن�ها همه�ی محاسبه هزینه�ی و

اگر است. ۳n۲ + ۵n + ۱ ≈ ۳n۲ نقطه ی در درونیاب محاسبه برای لاگرانژ روش کل هزینه بنابراین دارد. نیاز

استفاده قبل محاسبات و شود انجام ابتدا از باید محاسبات تمام شود اضافه درونیابی نقاط به ،xn+۱ مثلا جدیدی، نقطه�ی

وقت بویژه شد، خواهد منجر ناپایداری به محاسبات دید از لاگرانژ چندجمله�ایهای مستقیم محاسبه همچنین شد. نخواهند

�توان م را لاگرانژ درونیابی فرمول شد. خواهد حذف خطای بروز باعث که باشند نزدی هم به درونیابی نقاط از برخ

کم و پایدار محاسبات دید از که آورد بدست را است، معروف اه گرانی فرمول به که آن، از ری دی فرم و نمود اصلاح

ی برای را دو درجه و ی درجه درونیاب�های زیر مثال در کرد. خواهیم تشریح را روش این ۴.٣ بخش در است. هزینه�تر

�آوریم. م بدست مفروض تابع

را درونیابی خطای کران و کنیم درونیابی x۱ = ۱ و x۰ = ۰ نقاط روی را f(x) = ۱
۱+x

تابع �خواهیم م .٢.٣ مثال
داریم (۴.٣) طبق �کنیم. م محاسبه را لاگرانژ چندجمله�ایهای ابتدا آوریم. بدست

ℓ۰(x) =
x − x۱

x۰ − x۱
= ۱ − x, ℓ۱(x) =

x − x۰

x۱ − x۰
= x,

�شود م نوشته زیر صورت به ی درجه درونیاب ،f۱ = f(۱) = ۱
۲ و f۰ = f(۰) = ۱ آنجا از و

p۱(x) = f۰ℓ۰(x) + f۱ℓ۱(x) = ۱ − ۱

۲
x.

از عبارتست خط درونیابی خطای کران ٣.٣ قضیه�ی طبق

|f(x) − p۱(x)| 6 ۱

۲!
max
x∈[۰,۱]

|x(x − ۱)| × max
x∈[۰,۱]

|f ′′(x)|.

آن اکسترمم و f ′′(x) = ۲/(۱ + x)۳ طرف از است. −۱/۴ آن مقدار و �دهد م رخ ۱/۲ در x(x − ۱) تابع اکسترمم

داریم پس �افتد. م اتفاق ۲ مقدار با ۰ نقطه�ی در

|f(x) − p۱(x)| 6 ۱

۲
× ۱

۴
× ۲ = ۰٫ ۲۵, ∀x ∈ [۰, ۱].

چندجمله�ایهای بایست �کنیم. م تعیین را دو درجه درونیاب و �کنیم م اضافه درونیابی نقاط به را x۲ = ۲ نقطه�ی حال

داریم کنیم. محاسبه نو از را لاگرانژ

ℓ۰(x) =
(x − x۱)(x − x۱)

(x۰ − x۱)(x۰ − x۲)
=

۱

۲
(x − ۱)(x − ۲),

ℓ۱(x) =
(x − x۰)(x − x۲)

(x۱ − x۰)(x۱ − x۲)
= −x(x − ۲),

ℓ۲(x) =
(x − x۰)(x − x۱)

(x۲ − x۰)(x۲ − x۱)
=

۱

۲
x(x − ۱),
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داریم f۲ = f(۲) = ۱
۳ اینکه به توجه با و

p۲(x) = f۰ℓ۰(x) + f۱ℓ۱(x) + f۲ℓ۲(x) =
۱

۶
x۲ − ۲

۳
x + ۱.

روی f ′′′(x) = −۶/(۱+x)۴ اکسترمم�های و x(x−۱)(x−۲) تابع اکسترمم�های محاسبه�ی با درونیابی خطای کران

مقادیر با ۱ ±
√

۳
۳ نقاط در اکسترمم�ها داد نشان �توان م مشتق ریشه�های محاسبه�ی با اول مورد در �آید. م بدست [۰, ۲]

نوشت �توان م بنابراین دارد. قرار −۶ مقدار با و صفر در روشن به هم f ′′′(x) تابع اکسترمم �دهند. م رخ ±۲
√

۳
۹

|f(x) − p۲(x)| 6 ۱

۳!
max
x∈[۰,۲]

|x(x − ۱)(x − ۲)| × max
x∈[۰,۲]

|f ′′′(x)|

=
۱

۶
× ۲

√
۳

۹
× ۶ =

۲
√

۳

۹
, ∀x ∈ [۰, ۲].

♢ است. شده رسم ٢.٣ ل ش در درونیابی نقاط بهمراه آن دوم درجه درونیاب چندجمله�ای و f تابع نمودار
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٢.٣ مثال دوم درجه درونیاب و تابع نمودار :٢.٣ ل ش

از عبارتست خط درونیابی خطای کران کل حالت در

|f(x) − p۱(x)| =
۱

۲!
|(x − x۰)(x − x۱)||f ′′(ξ)|

6 ۱

۸
h۲ max

x∈[x۰,x۱]
|f ′′(x)|, ∀x ∈ [x۰, x۱],

(٧.٣)

که واقعیت این از و h = x۱ − x۰ آن در که

max
x∈[x۰,x۱]

|(x − x۰)(x − x۱)| =
(x۱ − x۰)

۲

۴
=

h۲

۴

است. شده رسم ٣.٣ ل ش در (x − x۰)(x − x۱) تابع نوع نمودار کرده�ایم. استفاده

شده واگذار خواننده عهده�ی به ١ پرسش در تمرین عنوان به هم�فاصله نقاط روی دوم درجه درونیابی خطای کران یافتن

است.
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آن اکسترمم مقدار و (x − x۰)(x − x۱) تابع نمودار :٣.٣ ل ش

نیوتن روش ٢.٣

از ل متش پایه�ی از استفاده جای به یافت، درونیاب چندجمله�ای محاسبه�ی برای نیوتن ایساک که کارایی و زیبا روش در

برای {ℓ۰(x), ℓ۱(x), . . . , ℓn(x)} یعن لاگرانژ، چندجمله�ایهای از ل متش پایه�ی یا {۱, x, . . . , xn} یعن تک�جمله�ایها،

صورت به که ،πn ،. . . ،π۱ ،π۰ چندجمله�ایهای از ،Pn فضای

πk(x) =

۱, k = ۰

(x − x۰) · · · (x − xk−۱), ۱ 6 k 6 n

(٨.٣)

به است، ی f(x) با xk نقاط در که ،pn(x) درونیاب چندجمله�ای صورت این در �شود. م استفاده �شوند، م تعریف

�شود م نوشته زیر خط ترکیب ل ش

pn(x) = α۰π۰(x) + α۱π۱(x) + · · · + αnπn(x). (٩.٣)

دستگاه به منجر شرایط این اعمال �شوند. م تعیین ،۰ 6 k 6 n ،pn(xk) = f(xk) درونیابی شرایط اعمال با ak ضرایب

مثلث

π۰(x۰) ۰ ۰ · · · ۰

π۰(x۱) π۱(x۱) ۰ · · · ۰

π۰(x۲) π۱(x۲) π۲(x۲) · · · ۰
... ... ... . . . ...

π۰(xn) π۱(xn) π۲(xn) · · · πn(xn)





α۰

α۱

α۲

...

αn


=



f(x۰)

f(x۱)

f(x۲)
...

f(xn)


فشرده ل ش به �توان م را بالا دستگاه �شود. م ضرایب بردار تعیین برای

Uα = f

�دهد م نتیجه ها xk بودن متمایز زیرا تاست ی جواب دارای دستگاه این نوشت.

det(U) = π۰(x۰)π۱(x۱) · · ·πn(xn) ̸= ۰.
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صورت این در آورد. بدست پیشرو ذاری جای روش با �توان م را بالا مثلث پایین دستگاه جواب

α۰ = f(x۰), α۱ =
f(x۱) − α۰π۰(x۱)

π۱(x۱)
=

f(x۱) − f(x۰)

x۱ − x۰
, . . .

،x۰ و f به αk ضریب کل بطور و ،x۱ ،x۰ ،f به α۱ ضریب و ،x۰ و f به فقط α۰ ضریب دستگاه، بودن مثلث به توجه با

نماد با را ضرایب بنابراین دارد. بستگ xk ،. . .

αk = f [x۰, x۱, . . . , xk], k = ۰, ۱, . . . , n

�دهیم م قرار و �دهیم م نمایش معروف�اند، نیوتن تقسیم�شده تفاضلات به که

pn(x) = f [x۰]π۰(x) + f [x۰, x۱]π۱(x) + · · · + f [x۰, . . . , xn]πn(x)

= f [x۰] + f [x۰, x۱](x − x۰) + · · · + f [x۰, . . . , xn](x − x۰) · · · (x − xn−۱),
(١٠.٣)

آنگاه باشد xn−۱ ،. . . ،x۰ نقاط روی درونیاب چندجمله�ای pn−۱(x) اگر �گویند. م نیوتن درونیابی فرمول آن به که

pn(x) = pn−۱(x) + f [x۰, . . . , xn](x − x۰) · · · (x − xn−۱),

مشخصخواهد بعداً شده تقسیم تفاضلات عنوان از استفاده �دهد. م نشان را نیوتن درونیاب فرمول بازگشت خاصیت که

سان ی بایست نیوتن و لاگرانژ فرمول�های دوی هر در xn جمله�ی ضریب تاست، ی درونیاب چندجمله�ای که آنجا از شد.

داریم پس باشد،

f [x۰, x۱, . . . , xn] =
n∑

k=۰

f(xk)
n∏

j=۰,j ̸=k

۱

xk − xj

. (١١.٣)

خود آرگومان�های به نسبت f [x۰, . . . , xn] شده تقسیم تفاضل بنابراین است، متقارن فرمول ی بالا معادله راست سمت

مثال عنوان به �ماند. م ثابت آن مقدار ها xj ترتیب تغییر با یعن است متقارن

f [x۰, x۱, x۲] = f [x۲, x۰, x۱] = f [x۲, x۱, x۰].

رابطه�ی بر مبتن که �شود م استفاده نیوتن تقسیم�شده تفاضلات جدول از Uα = f مثلث دستگاه حل جای به اغلب

است k > i برای زیر بازگشت

f [xi, . . . , xk] =
f [xi+۱, . . . , xk] − f [xi, . . . , xk−۱]

xk − xi

, f [xi] = f(xi). (١٢.٣)

و استقرا از استفاده و نیوتن درونیابی فرمول در درونیابی شرایط اعمال با و آرگومان�ها اندیس تغییر با �توان م را رابطه این

دارد، وجود تقسیم ی و تفاضل ی بازگشت رابطه این در چون کرد. اثبات سادگ به (١١.٣) متقارن فرمول کم به یا

است. شده انتخاب آن�ها برای شده تقسیم تفاضلات عنوان
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xj صفر مرتبه ی مرتبه دو مرتبه سه مرتبه

x۰ f [x۰]

x۱ f [x۱] f [x۰, x۱]

x۲ f [x۲] f [x۱, x۲] f [x۰, x۱, x۲]

x۳ f [x۳] f [x۲, x۳] f [x۱, x۲, x۳] f [x۰, x۱, x۲, x۳]

در شده ترسیم وی ال طبق اول ستون عنصر دو تفاضل بر تقسیم خود قبل ستون عنصر دو تفاضل با جدول عنصر هر

عنصر n(n+۱)
۲ تمام بایست حال این با جدول�اند، بالایی قطر روی عناصر نیوتن بسط ضرایب �شود. م ساخته ۴.٣ ل ش

 

 

ǃŨŭƄƼ 0  j
x

-

-
=  

ǃŨŭƄƼ 1k +  ǃŨŭƄƼ k  

نیوتن تقسیم�شده�ی تفاضلات محاسبه�ی وی ال :۴.٣ ل ش

جدول محاسبه هزینه بنابراین است، نیاز تقسیم) ی و جمع (دو ر عمل سه ی هر محاسبه�ی برای شوند. محاسبه جدول

از کار این برای کنیم. محاسبه x ثابت نقطه ی برای (١٠.٣) فرمول با را pn چندجمله�ای باید آخر در است. ۳
۲n۲ + ۳

۲n

ل ش به �توان م را نیوتن درونیابی فرمول �کنیم. م استفاده هرنر روش شبیه وریتم ال

pn(x) = α۰ + (x − x۰)
(
α۱ + (x − x۱)

(
α۲ + (x − x۲)(α۳ + · · · + (x − xn−۱)αn)

))
بود خواهد زیر صورت به b۰ = pn(x) محاسبه برای هرنر وریتم ال بنابراین نوشت.

bn := αn, bj = bj+۱(x − xj) + αj, j = n − ۱ : −۱ : ۰, (١٣.٣)

نقطه اگر اما است. لاگرانژ روش نصف تقریباً نیوتن روش محاسبات هزینه رو این از است. ۳n آن محاسبات هزینه که

۳n هزینه با جدول پایین به قطر ی و بوده معتبر هم قبل محاسبات شود، اضافه جدول انتهای به جدیدی درونیابی

است. لاگرانژ روش به نسبت نیوتن روش برجسته حسن بازگشت خصوصیت این �شود. م اضافه

عددی، منظر از اما شد. خواهد تایی ی درونیاب چندجمله�ای به منجر xj درونیابی نقاط از ترتیبی هر نظری دید از

که x نقطه اگر اغلب و است درونیابی نقاط ترتیب به وابسته شدت به نیوتن بسط در αj ضرایب محاسبه وضعیتِ ضریب

که گونه�ای به نقاط ترتیب باشد، مشخص است نظر مد آن در درونیاب چندجمله�ای ارزیابی

|x − x۰| 6 |x − x۱| 6 · · · 6 |x − xn| (١۴.٣)

�شود. م پیشنهاد
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دلخواه نقطه�ی در خطا کنیم فرض آورد. بدست شده تقسیم تفاضلات برحسب فرمول �توان م درونیابی خطای برای

،. . . ،x۰ نقاط روی f(t) تابع n + ۱ درجه از درونیاب چندجمله�ای q(t) گیریم است. نظر مد ،۰ 6 j 6 n ،x ̸= xj

داریم نیوتن فرمول بازگشت خاصیت طبق پس باشد. x و xn

q(t) = pn(t) + f [x۰, . . . , xn, x](t − x۰) · · · (t − xn).

این�رو از و q(x) = f(x) درونیابی فرض طبق طرف از

f(x) − pn(x) = f [x۰, . . . , xn, x](x − x۰) · · · (x − xn), (١۵.٣)

نقاط در f(x) است لازم تنها و ندارد f بودن هموار به نیاز چراکه است کاربردی�تر (٣.٣) لاگرانژ خطای با مقایسه در که

نیست. نیز مجهول پارامتر شامل خطا فرمول این طرف از باشد. شده تعریف xk

جدول �آوریم. م بدست نیوتن روش کم به را (۱,−۱) و (۲, ۳) ،(−۱, ۱) نقاط بر مبتن درونیاب .٣.٣ مثال
است زیر صورت به شده تقسیم تفاضلات

xj صفر مرتبه ی مرتبه دو مرتبه

−۱ ۱

۲ ۳ ۳−۱
۲+۱ = ۲

۳

۱ −۱ −۱−۳
۱−۲ = ۴

۴− ۲
۳

۱+۱ = ۵
۳

�آید م بدست زیر صورت به (١٠.٣) فرمول کم به درونیاب چندجمله�ای جدول قطر روی عناصر به توجه با و

p۲(x) = ۱ +
۲

۳
(x + ۱) +

۵

۳
(x + ۱)(x − ۲).

سطر ی است کاف و معتبرند کماکان جدول در قبل محاسبات شود، اضافه درونیابی نقاط به (۰, ۲) جدید نقطه�ی اگر

شود. اضافه جدید نقطه�ی برای جدول انتهای به ر دی

xj صفر مرتبه ی مرتبه دو مرتبه سه مرتبه

−۱ ۱

۲ ۳ ۳−۱
۲+۱ = ۲

۳

۱ −۱ −۱−۳
۱−۲ = ۴

۴− ۲
۳

۱+۱ = ۵
۳

۰ ۲ ۲+۱
۰−۱ = −۳ −۳−۴

۰−۲ = ۷
۲

۷
۲
− ۵

۳

۰+۱ = ۱۱
۶

�شود م محاسبه زیر صورت به p۲ به جمله� ی کردن اضافه با سه درجه درونیاب چندجمله�ای و

p۳(x) = ۱ +
۲

۳
(x + ۱) +

۵

۳
(x + ۱)(x − ۲) +

۱۱

۶
(x + ۱)(x − ۲)(x − ۱).

♢
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�شود. م نوشته زیر صورت به درونیاب چندجمله�ای تعیین برای نیوتن روش مت�لب برنامه

1 function [p, a, D] = NewtonInterp(x, f, s)

2 n = length(x);

3 D(:,1)=f';

4 for j=2:n

5 for i=j:n

6 D(i,j) = (D(i-1,j-1)-D(i,j-1))/(x(i-j+1)-x(i));

7 end

8 end

9 a = diag(D); p = a(n);

10 for j=n-1:-1:1

11 p = p.*(s'-x(j))+a(j);

12 end

در درونیاب است قرار که sمتفاوت بعد با بردار و تابع) (مقادیر f و درونیابی) (نقاط x تایی n بردار�های بالا برنامه�ی در

s بردار در درونیاب چندجمله�ای مقادیر که p بردار برنامه �های خروج و �شوند م دریافت ورودی عنوان به شود محاسبه آن

�باشند. م نیوتن شده�ی تقسیم تفاضلات از ل متش D ماتریس و درونیاب، چندجمله�ای ضرایب از ل متش a بردار است،

در که است ذکر به لازم است. شده محاسبه هرنر روش کم به درونیاب چندجمله�ای مقدار برنامه درون آخر حلقه�ی در

روی درونیابی برای مثال ی عنوان به تاست. n درونیابی نقاط تعداد زیرا است n − ۱ درجه�ی از درونیاب برنامه، این

�کنیم م فراخوان زیر صورت به را بالا مت�لب تابع f(x) = ex sin ۵x تابع برای [۰, ۱] بازه�ی روی هم�فاصله نقاط

1 h = 0.5; x = -1:h:1; s = -1:0.01:1;

2 f = exp(x).*sin(5*x);

3 [p, a, D] = NewtonInterp(x, f, s);

4 plot(x,f,'ok',s,exp(s).*sin(5*s),'-r',s,p,'--b')

درونیاب چندجمله�ای و پر خط با f تابع ، مش گوی�های ل ش به درونیابی نقاط نمودار رسم برای plot دستور آن در که

است. شده رسم ۵.٣ ل ش در نمودار این است. شده نوشته چین، خط با s ریز ه�ی شب روی
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آن چهارم درجه درونیاب و اصل تابع درونیابی، نقاط :۵.٣ ل ش

هم�فاصله نقاط روی درونیابی فرمول اصلاح ١.٢.٣

بدست برای کمتر محاسبات هزینه�ی با فرمول �توان م باشند، شده پخش [a, b] روی سان ی فاصله�ی با درونیابی نقاط اگر

باشیم داشته معین حقیق h ی بازای کنیم فرض کرد. طراح درونیاب آوردن

xk = x۰ + kh, k = ۰, ۱, . . . , n,

πk(x) پایه�های و f [x۰, . . . , xk]ضرایب �توان م (١٠.٣) فرمول در صورت این در باشند. [a, b] بازه�ی در درونیابی نقاط

به را �کنند م اثر fk مقادیر روی که ،∆m ر�های عمل ابتدا کار این برای کرد. بازنویس ری دی h حسب بر طریق به را

�کنیم: م تعریف زیر صورت

∆۰fk :=fk,

∆mfk :=∆m−۱fk+۱ − ∆m−۱fk, m > ۱.

بدست m − ۱ مرتبه�ی پیشرو تفاضل دو روی از تعریف به توجه با که �گوییم م m مرتبه پیشرو تفاضلات ر عمل ∆m به

بعدی) (مقدار fk+۱ روی ر عمل از fk روی ر عمل بازگشت رابطه�ی در که است این پیشرو لفظ از استفاده علت �آید. م

نوشت: پیشرو تفاضلات حسب بر �توان م را تقسیم�شده تفاصلات باشند، هم�فاصله درونیابی نقاط اگر است. شده کم

f [xi, xi+۱, . . . , xi+k] =
∆kfi

hkk!
. (١۶.٣)

زیرا است برقرار بوضوح k = ۰ بازای یعن صفر مرتبه تفاضلات برای م ح واقع در است. ساده بسیار ادعا این اثبات

f [xi] = fi = ∆۰fi.
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داریم k = m + ۱ برای بنابراین است. درست k = m برای م ح کنید فرض k روی استقرا با

f [xi, . . . , xi+m, xi+m+۱] =
f [xi+۱, . . . , xi+m+۱] − f [xi, . . . , xi+m]

xi+m+۱ − xi

=
۱

(m + ۱)h

(
∆mfi+۱

hmm!
− ∆mfi

hmm!

)
=

∆m+۱fi

(m + ۱)!hm+۱
.

�گیریم م نظر در را زیر متغیر تغییر ابتدا ،h حسب بر πk(x) توابع بازنویس برای

t =
x − x۰

h
.

داریم حال �نگارد. م [۰, n] بازه�ی به را [x۰, xn] بازه�ی متغیر تغییر این واقع در .۰ 6 t 6 n آنگاه x۰ 6 x 6 xn اگر

(x − x۰) = th,

(x − xk) = (x − x۰︸ ︷︷ ︸+ x۰ − xk︸ ︷︷ ︸) = (th − kh) = (t − k)h, k = ۱, ۲, . . . .

نوشت �توان م بنابراین

π۱(x) = (x − x۰) = th,

πk(x) = πk−۱(x)(x − xk−۱) = t(t − ۱) · · · (t − k + ۱)hk, k = ۱, ۲, . . . ,

�شود م بازنویس زیر صورت به pn درونیاب چندجمله�ای و

pn(x) = f [x۰]π۰(x) + f [x۰, x۱]π۱(x) + · · · + f [x۰, . . . , xn]πn(x)

= ∆۰f۰ +
∆۱f۰

h
th +

∆۲f۰

h۲۲!
t(t − ۱)h۲ + · · · + ∆nf۰

hnn!
t(t − ۱) · · · (t − n + ۱)hn

= f۰ +
t

۱!
∆۱f۰ +

t(t − ۱)

۲!
∆۲f۰ + · · · + t(t − ۱) · · · (t − n + ۱)

n!
∆nf۰

=
n∑

k=۰

(
t

k

)
∆kf۰,

(١٧.٣)

جدول از �توان م پیشرو تفاضلات محاسبه�ی برای کرده�ایم. استفاده
(

t
k

)
= t(t−۱)···(t−k+۱)

k!
ترکیبیات نماد از آن در که

است. شده کشیده تصویر به n = ۳ حالت زیر در که کرد استفاده پیشرو تفاضلات
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xj صفر مرتبه ی مرتبه دو مرتبه سه مرتبه

x۰ f۰

∆۱f۰

x۱ f۱ ∆۲f۰

∆۱f۱ ∆۳f۰

x۲ f۲ ∆۲f۱

∆۱f۲

x۳ f۳

درجه درونیابی برای جدول این تولید هزینه بنابراین است. خود قبل ستون پایین و بالا عنصرهای تفاضل جدول، عنصر هر

قطر عناصر از (١٧.٣) فرمول در است. نیاز تفریق عمل ی فقط جدول عضو هر برای زیرا است ۱
۲n(n + ۱) برابر n

ارائه�ی به تنها اینجا در و �شود م واگذار خواننده به روش این کامپیوتری برنامه نوشتن است. شده استفاده جدول این بالایی

�کنیم. م بسنده مثال ی

روش با را (۱٫ ۵,−۴) و (۱, ۱) ،(۰٫ ۵, ۲) ،(۰,−۱) نقاط روی سه درجه درونیاب چندجمله�ای �خواهیم م .۴.٣ مثال
تفاضلات جدول �گیریم. م کار به را پیشرو تفاضلات روش هستند، هم�فاصله�� درونیابی نقاط چون آوریم. بدست نیوتن

است زیر صورت به پیشرو

xj صفر مرتبه ی مرتبه دو مرتبه سه مرتبه

۰ −۱

۲ + ۱ = ۳

۰٫ ۵ ۲ −۱ − ۳ = −۴

۱ − ۲ = −۱ −۴ + ۴ = ۰

۱ ۱ −۵ + ۱ = −۴

−۴ − ۱ = −۵

۱٫ ۵ −۴

میشود نوشته زیر صورت به درونیاب t = (x − x۰)/h = ۲x متغیر تغییر با

p۳(x) = f۰ + t∆f۰ +
t(t − ۱)

۲!
∆۲f۰ +

t(t − ۱)(t − ۲)

۳!
∆۳f۰

= −۱ + ۳t − ۲t(t − ۱) + ۰

= −۱ + ۶x − ۴x(۲x − ۱) = −۸x۲ + ۱۰x − ۱.
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روی نقطه چهار این واقع در است. ما انتظار از کمتر درجه ی و است دو درجه�ی از درونیاب چندجمله�ای مثال این در

مشاهده هم جدول در شد. محاسبه بالا در که است همان درونیاب هم باز شود حذف آن�ها از ی اگر و واقعند سهم ی

n + ۱ از گذرنده درونیاب چندجمله�ای ”درجه�ی باشد یادمان پس است. صفر سوم مرتبه پیشرو تفاضلات که �کنیم م

♢ است.“ n برابر حداکثر متمایز، نقطه�ی

تعریف زیر صورت به پسرو تفاضلات آورد. بدست نیز ∇m پسرو تفاضلات کم به �توان م را مشابه فرمول

�شوند م

∇۰fk :=fk,

∇mfk :=∇m−۱fk −∇m−۱fk−۱, m > ۱.

متغیر تغییر و داده قرار محور را xn نقطه�ی پسرو، تفاضلات حسب بر درونیاب بازنویس برای

t =
x − xn

h

پیشرو تفاضلات مورد در آنچه مشابه صورت این در �گیریم. م نظر در را �نگارد، م [−n, ۰] بازه�ی به را [x۰, xn] بازه�ی که

داد نشان �توان م شد گفته

pn(x) = fn +
t

۱!
∇۱fn +

t(t + ۱)

۲!
∇۲fn + · · · + t(t + ۱) · · · (t + n − ۱)

n!
∇nfn

=
n∑

k=۰

(
t + k − ۱

k

)
∇kfn.

(١٨.٣)

�توان م و سانند ی جدول دو این درایه�های داد. یل تش پیشرو تفاضلات جدول همانند �توان م را پسرو تفاضلات جدول

در و بالا قطر درایه�های پیشرو تفاضلات در دارند. قرار جدول ان م ی در دو هر که ∆kfn−k = ∇kfn داد نشان

�شوند. م استفاده پایین قطر درایه�های پسرو تفاضلات

تفاضلات فرمول از جدیدی بازنویس دو هر زیرا �دهند، م ارائه سان ی درونیاب چندجمله�ای پسرو و روشپیشرو دو هر

است قرار که x نقطه�ی اگر عددی، پایداری دید از شد، گفته (١۴.٣) در آنچه به توجه با اما هستند. نیوتن شده�ی تقسیم

کرد استفاده پیشرو تفاضلات روش از است بهتر باشد، نزدی (x۰ به (یعن جدول ابتدای به شود محاسبه آن در درونیاب

�شود. م پیشنهاد پسرو تفاضلات روش باشد نزدی (xn به (یعن جدول انتهای به x اگر و

�کنند. م استفاده نیوتن تفاضلات جدول درایه�های ر دی از که دارند وجود نیز ری دی روش�های که است ذکر به لازم

است، واقع [x۰, xn] بازه�ی میانه�ها�ی در x که وقت برای و �کند م استفاده جدول میان درایه�های از استرلینگ فرمول مثلا

معرف بعد بخش�های در را ری دی درونیابی عوضروش�های در و �پردازیم نم آن�ها به این از بیش اینجا در است. پایدارتر

�کنیم. م
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نویل-ایتکن* روش ٣.٣

ای. و (۱۹۶۱-۱۸۸۹) نویل اچ. ای. از بعد که است درونیاب چندجمله�ای محاسبه برای تکراری روش ی روش این

فرض �دهیم. م ارائه ساده مثال ی ابتدا روش این تشریح برای است. شده مشهور نام این به (۱۹۶۷-۱۸۹۵) ایتکن . س

f تابع خط درونیاب چندجمله�ای q۱(x) و {x۰, x۱} نقطه�ی دو روی f تابع خط درونیاب چندجمله�ای p۱(x) کنید

صورت این در است. درونیاب دو هر برای مشترک نقطه�ی x۱ واقع در .x۲ ̸= x۰ که باشد {x۱, x۲} نقطه�ی دو روی

داریم واقع در نوشت. q۱(x) و p۱(x) حسب بر را {x۰, x۱, x۲} نقاط روی p۲(x) دو درجه درونیاب �توان م

p۲(x) =
(x − x۰)q۱(x) − (x − x۲)p۱(x)

x۲ − x۰
.

داریم طرف از و ،p۲ ∈ P۲ که است روشن p۱, q۱ ∈ P۱ اینکه به توجه با اولا زیرا است، واضح امر این علت

p۲(x۰) =
۰ × q۱(x۰) + (x۲ − x۰)p۱(x۰)

x۲ − x۰
= p۱(x۰) = f(x۰),

p۲(x۱) =
(x۱ − x۰)q۱(x۱) + (x۲ − x۱)p۱(x۱)

x۲ − x۰
=

(x۱ − x۰)f(x۱) + (x۲ − x۱)f(x۱)

x۲ − x۰
= f(x۱),

p۲(x۲) =
(x۲ − x۰)q۱(x۲) + ۰ × p۱(x۲)

x۲ − x۰
= q۱(x۲) = f(x۲),

دو درجه درونیاب چندجمله�ای حقیقت در است. {x۰, x۱, x۲} نقاط روی f تابع دوم درجه درونیاب p۲ �دهد م نشان که

روش پایه�ی که است شده بررس کل حالت زیر قضیه در نوشتیم. اول درجه درونیاب�های برحسب بازگشت صورت به را

است. نویل-ایتکن

داریم ۰ 6 k 6 n − ۱ هر برای آنگاه .۰ 6 i 6 n برای p[i]
۰ := f(xi) گیریم .۴.٣ قضیه

p
[i]
k+۱(x) =

(x − xi)p
[i+۱]
k (x) − (x − xi+k+۱)p

[i]
k (x)

xi+k+۱ − xi

, ۰ 6 i 6 n − k − ۱, (١٩.٣)

p
[۰]
n (x) بخصوص و است. {xi, xi+۱, . . . , xi+k} نقاط روی f تابع k درجه درونیاب چندجمله�ای p

[i]
k (x) آن در که

است. {x۰, x۱, . . . , xn} نقاط روی n درجه درونیاب چندجمله�ای

بازای دهیم نشان است کاف .p[i]
k+۱ ∈ Pk+۱ که است واضح فرمول طبق ،p[i]

k , p
[i+۱]
k ∈ Pk اینکه به توجه با برهان.

برقرار p[i+۱]
k و p

[i]
k درونیابی خصوصیات از استفاده با و سادگ به که ،p[i]

k+۱(xj) = f(xj) داریم i 6 j 6 i + k + ۱

است.

درونیاب، سه این در �آید. م بدست k درجه درونیاب دو روی از بازگشت صورت به k + ۱ درجه درونیاب واقع، در

درونیاب�های کم به که {xi, xi+۱, xi+۲} نقاط بر مبتن دو درجه درونیاب ،۶.٣ ل ش نمودار دو در مشترکند. نقطه k

است. شده رسم است، آمده بدست {xi+۱, xi+۲} و {xi, xi+۱} بر مبتن ی درجه



نویل-ایتکن* روش ٣.٣ ٧٠

 

[ ]
2
i
p  

[ ]
2
i
p  

[ ]
1
i
p  [ 1]

1
i
p
+

i
x  

1ix +   2ix +   1ix +  
i
x   2ix +  

[ ]
1
i
p  

[ 1]
1
i
p
+

نویل-ایتکن روش به تکراری درونیابی از شمایی :۶.٣ ل ش

است. آمده روش این وریتم ال در که آورد بدست (١٩.٣) فرمول از ری دی ل ش �توان م ti := x− xi متغیر تغییر با

کرد. استفاده است شده طراح زیر در n = ۳ برای که مثلث جدول ی از �توان م محاسبات در

x − x۰ p[۰]
۰ (x)

p
[۰]
۱ (x)

x − x۱ p[۱]
۰ (x) p

[۰]
۲ (x)

p
[۱]
۱ (x) p

[۰]
۳ (x)

x − x۲ p[۲]
۰ (x) p

[۱]
۲ (x)

p
[۲]
۱ (x)

x − x۳ p[۳]
۰ (x)

x هر برای روش این در �آید. م بدست (١٩.٣) فرمول طبق قبل ستون پایین و بالا عنصر دو روی از جدول عنصر هر

روش از است بهتر آید بدست x زیاد نقاط تعداد در درونیاب است لازم اگر بنابراین کرد. تولید مجزا جدول ی بایست

آمده زیر در نویل-ایتکن روش برنامه�ی شود. تهیه بار ی است کاف و است x از مستقل آن جدول زیرا کرد استفاده نیوتن

است.

1 function p = NevilleAitken(x,f,s)

2 n = length(x); P = zeros(n,n);

3 P(:,1) = f'; t = x-s;

4 for k=1:n

5 for i=1:n-k

6 P(i,k+1) = (t(i)*P(i+1,k)-t(i+k)*P(i,k))/(t(i)-t(i+k));

7 end
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8 end

9 p = P(1,n);

10 end

آن �توان نم نیوتن روش خلاف بر و �شود م محاسبه آن در درونیاب که است الر) (اس عدد ی s آرگومان برنامه این در

حلقه ی در را تابع این باید آوریم بدست بردار ی در را درونیاب مقادیر اینکه برای کرد. وارد بردار ی صورت به را

بازه�ی روی h = ۰٫ ۵ با هم�فاصله نقاط روی f(x) = ex sin ۵x تابع درونیابی برای مثال عنوان به کرد. فراخوان

�نویسیم م [−۱, ۱]

1 h = 0.5; x = -1:h:1; s = -1:0.01:1;

2 f = exp(x).*sin(5*x);

3 for k=1:length(s)

4 p(k) = NevilleAitken(x, f, s(k));

5 end

6 plot(x,f,'ok',s,exp(s).*sin(5*s),'-r',s,p,'--b')

آن اثبات که است ۹
۲n۲ برابر تقریباً بالا وریتم ال با x ثابت نقطه�ی در pn محاسبه برای نویل-ایتکن روش محاسبات هزینه

است. شده خواسته شما از ١٧ پرسش در تمرین عنوان به

لاگرانژ* درونیابی اه گرانی فرم ۴.٣

قابل برتری مختلف جنبه�های از که شد خواهد درونیابی برای ری دی فرمول به منجر لاگرانژ فرمول از ساده بازنویس ی

صحبت آن مورد در قدری بخش این در که است مشهور اه گرانی درونیابی به فرمول این دارد. قبل فرمول بر توجه

کرد. خواهیم

دهیم قرار اگر لاگرانژ، درونیابی فرمول به توجه با

πn+۱(x) =
n∏

j=۰

(x − xj), (٢٠.٣)
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و

β−۱
j =

n∏
k=۰
k ̸=j

(xj − xk), (٢١.٣)

شد خواهند بازنویس زیر بفرم لاگرانژ چندجمله�ایهای آنگاه

ℓj(x) = πn+۱(x)
βj

(x − xj)
, j = ۰, ۱, . . . , n. (٢٢.٣)

نوشت زیر به�صورت �توان م را درونیاب چندجمله�ای صورت این در �نامیم. م تکیه�گاه ضرایب را βj ضرایب

pn(x) =
n∑

j=۰

ℓj(x)fj = πn+۱(x)
n∑

j=۰

βj

(x − xj)
fj, (٢٣.٣)

دقیق f(x) ≡ ۱ ثابت تابع برای درجه هر از درونیاب چندجمله�ای اینکه به توجه با دارد. نام شده اصلاح لاگرانژ فرمول که

داریم (٢٣.٣) در ذاری جای با است،

πn+۱(x) =
۱∑n

j=۰
βj

(x−xj)

, x ̸= xj, j = ۰, ۱, . . . , n. (٢۴.٣)

داریم (٢۴.٣) و (٢٣.٣) از بنابراین

pn(x) =

∑n
j=۰

βj

(x−xj)
fj∑n

j=۰
βj

(x−xj)

, x ̸= xj, j = ۰, ۱, . . . , n. (٢۵.٣)

مخرج در هم و صورت در هم که جهت این از است خاص تقارن دارای که دارد نام اه گرانی فرمول (٢۵.٣) فرمول

دارند. وجود βj

(x−xj)
عوامل

این کل محاسبه�ی پس است، تا n + ۱ آن�ها تعداد چون و دارند نیاز ریاض عمل ۲n به βj عامل هر محاسبه�ی

محاسبات O(n)عمل به (٢٣.٣) رابطه�ی از pn(x) محاسبه�ی محاسبات، این از بعد دارد. بر در هزینه ۲n۲ +۲n عوامل

رابطه�ی pn(x) محاسبه�ی طرف از است. ۲n۲ تقریباً شده اصلاح لاگرانژ روش محاسبات هزینه بنابراین دارد. نیاز ر دی

است. ۲n۲ تقریباً نیز اه گرانی روش محاسبات هزینه�ی این�رو از است، نیازمند ر عمل O(n) به نیز (٢۵.٣) اه گرانی

�کنیم: م عمل زیر بصورت ه بل شوند محاسبه نو از ها βj که نیست نیازی شود، اضافه (xn+۱, fn+۱) جدید نقطه�ی اگر اما

همچنین نمایشدهیم، j = ۰, . . . , nبرای β(n)
j با را بودند {x۰, x۱, . . . , xn}نقاط بر مبتن که قدیم های βj فرضکنیم

داریم دهیم. نشان j = ۰, . . . , n + ۱ برای β(n+۱)
j با را {x۰, x۱, . . . , xn, xn+۱} نقاط بر مبتن جدید های βj

β
(n+۱)
j =

β
(n)
j

(xj − xn+۱)
, j = ۰, . . . , n, (٢۶.٣)

بصورت مستقیماً نیز عامل آخرین و

β
(n+۱)
n+۱ =

۱∏n
k=۰(xn+۱ − xk)

, (٢٧.٣)
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برای β
(n+۱)
j محاسبه�ی که است واضح داریم، j = ۰, . . . , n برای را β

(n)
j عوامل اینکه به توجه با �شود. م محاسبه

دارد. نیاز عمل ۴n + ۴ به j = ۰, . . . , n + ۱

کاف جدید تابع ی درونیابی برای رو این از نیستند، وابسته �شود م درونیابی که تابع به تکیه�گاه ضرایب همچنین

روش این ر دی مزیت را نکته این �توان م شود. استفاده O(n) هزینه با جدید های fj برای (٢۵.٣) فرمول فقط است

است. O(n۲) محاسبات مرتبه با مجزا جدول ی تولید نیازمند تابع هر برای که دانست نیوتن روش به نسبت

ی به x (وقت �گراید م صفر به βj

(x−xj)
کسر مخرج که گره�ای نقاط نزدی در �رسد م نظر به اه گرانی فرمول در

مخرج در هم و صورت در هم عامل این چون اما آید. پیش ناپایداری ل مش دهد) رخ حذف خطای و باشد نزدی ها xj از

u که fl(x − xj) = u �دهیم م قرار fl(x − xj) = ۰ که حالت در بعلاوه �شود. م خنث شده تولید خطای دارد وجود

ضرایب nافزایش با هرگاه همچنین شد. خواهد حذف مخرج و صورت در u عامل آن از پس است. ماشین گردکردن واحد

و صورت در مشترک عوامل (حذف کردن مقیاس با اه گرانی فرمول در �توان م گاه باشند، داشته زیاد رشد تکیه�گاه

کرد. جلوگیری سرریز خطای از مخرج)

روش محاسبات هزینه موارد این در و آورد بدست صریح طور به �توان م را تکیه�گاه خاصضرایب حالتهای برخ در

اشاره باشد (هم�فاصله) نواخت ی نظر مورد بازه در درونیابی نقاط توزیع که حالت به �توان م جمله از بود. خواهد O(n)

روی استقرا با و (٢٧.٣) و (٢۶.٣) بازگشت فرمول�های کم به ،xj − xj−۱ = h کنیم فرض اگر حالت این در کرد.

ببینید) را ١٨ (پرسش داد نشان �توان م ،n

βj =
(−۱)n−j

hnj!(n − j)!
=

(−۱)n

hnn!
(−۱)j

(
n

j

)
, j = ۰, ۱, . . . , n.

را نیست وابسته j اندیس به که (−۱)n

hnn!
عامل است، شده ظاهر (٢۵.٣) مخرج در هم و صورت در هم βj اینکه به باتوجه

�کنیم م تعریف بنابراین �کنیم. م ساده مخرج و صورت در و آورده بیرون ما سی از

β∗
j = (−۱)j

(
n

j

)
, j = ۰, ۱, . . . , n. (٢٨.٣)

داشت خواهیم و

pn(x) =

∑n
j=۰

β∗
j

(x−xj)
fj∑n

j=۰

β∗
j

(x−xj)

, x ̸= xj, j = ۰, ۱, . . . , n. (٢٩.٣)

فرمول به توجه )با
n

j

)
=

n − j + ۱

j

(
n

j − ۱

)
,

�شوند م محاسبه بسادگ زیر بازگشت رابطه�ی با β∗
j تکیه�گاه�های

β∗
۰ = ۱, β∗

j = −β∗
j−۱

n − j + ۱

j
, j = ۱, ۲, . . . , n. (٣٠.٣)
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روش برای برنامه ی دارد. نیاز محاسبات ر عمل ۴n به بالا بازگشت رابطه�ی با ها β∗
j تمام محاسبه�ی که است واضح

است. زیر صورت به هم�فاصله نقاط روی اه گرانی

1 function p = BaryEquidis (f,a,b,n,x)

2 h = (b-a)/n; x0 = a;

3 bstr = 1; % the first support

4 s = 0; t = 0; % initial values of numerator and denominator

5 for j = 1:n+1

6 xx0 = x-x0;

7 ind = find (xx0 == 0);

8 xx0(ind) = eps;

9 t = t + bstr./xx0;

10 s = s + bstr./xx0*f(x0);

11 bstr = -(n-j+1)/j*bstr;

12 x0 = x0 + h;

13 end

14 p = s./t;

در درونیاب چندجمله�ای مقادیر کرد. تولید @(x) دستور با را آن �توان م که است درونیابی تحت تابع f برنامه این در

دستور �شوند. م ذخیره بازگشت طور به bstr متغیر در تکیه�گاه ضرایب �شوند. م محاسبه x بردار

ind = find (xx0 == 0)

ماشین اپسیلون با را صفر مقادیر xx0(ind) = eps دستور آن، از بعد و x − xj = ۰ که �یابد م را هایی j اندیس

درجه درونیاب یافتن برای برنامه این اجرای �شوند. م ذخیره t در آن مخرج و s در (٢٩.٣) کسر صورت �کند. م زین جای

است زیر صورت به [−۱, ۱] روی f(x) = ex sin ۵x تابع چهار

1 f = @(x) exp(x).*sin(5*x);

2 x = -1:0.01:1;

3 p = BaryEquidis (f,-1,1,4,x);

4 plot(x,f(x),'-b', x,p,'--k');
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�توان م هم باز باشند، [−۱, بازه�ی[۱ در دوم نوع و اول چبیشفنوع چندجمله�ای ریشه�های درونیابی نقاط اگر همچنین

�دهیم. م ارجاع [۶] به را علاقه�مند خوانندگان آورد. بدست صریح فرمول تکیه�گاه ضرایب برای

پایداری و رایی هم ۵.٣

f ∈ اگر کردیم ثابت مورد ی در آوردیم. بدست چندجمله�ای درونیابی برای خطایی کران�های قبل بخش�های در

ه طوری به ξ = ξ(x) ∈ [a, b] دارد وجود آنگاه Cn+۱[a, b]

Rn(f ; x) := f(x) − pn(x) =
f (n+۱)(ξ(x))

(n + ۱)!
πn+۱(x), πn+۱(x) =

n∏
k=۰

(x − xk). (٣١.٣)

pn(x) چندجمله�ای درونیابی، نقاط تعداد افزایش با آیا که است این نداده�ایم پاسخ آن به هنوز فصل اینجای به تا که سؤال

بدهیم. منف جواب پرسش این به مثال ی با نظری بحث از قبل است بهتر �شود؟ م را هم f(x) به نواخت ی صورت به

تابع درونیاب چندجمله�ایهای دنباله�ی [٧] داد نشان رونگه ۱۹۰۱ سال در رونگه). نقض (مثال ۵.٣ مثال

f(x) =
۱

۱ + x۲
, x ∈ [−۵, ۵],

۱۰ درجه درونیاب چندجمله�ای و f تابع نمودار ٧.٣ ل ش در است. واگرا |x| > c ≈ ۳٫ ۶۳ برای هم�فاصله نقاط روی

بدست زیر دستورات کم به نیوتن درونیابی تابع فراخوان با ل ش این شده�اند. مقایسه و ترسیم هم�فاصله نقاط روی آن
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1 x = -5:1:5; f = 1./(1+x.^2); s = -5:0.01:5;

2 [p, a, D] = NewtonInterp(x, f, s);

3 plot(x,f,'ok',s,1./(1+s.^2),'-b', s,p,'--k');

میل بینهایت به اصل تابع و درونیاب بین اختلاف و �شود م بدتر هم این از وضع ببریم، بالاتر را درونیاب درجه�ی اگر

مشتقات و است مشتق�پذیر مرتبه�ای هر تا یعن دارد قرار C∞[−۵, ۵] در تابع این که است این توجه قابل نکته �کند. م

نقطه�ی دو نزدی در درونیابی خطای که �شود م مشاهده همچنین واگراست. آن درونیاب�های دنباله�ی اما پیوسته�اند، آن

خودِ بدوضع خاطر به قبول قابل غیر نتیجه�ی این که است این یریم ب نظر در باید که نکته�ای است. بیشتر بازه انتهایی

کرده�ایم. محاسبه را درونیاب آن کم به که نیوتن درونیابی روش خاطر به نه است، هم�فاصله نقاط روی درونیابی مسئله�ی

♢

روی f(x) = |x| توابع کنید چ را آن�ها واگرایی عددی صورت به �توانید م شما که ری دی مثال�های جمله از

بار بینهایت آن همانند و دارد رونگه مثال تابع شبیه ل ش دوم تابع است. [−۵, ۵] روی f(x) = e−x۲ و [−۱, ۱]

راست. هم نواختهستند، ی دنباله�یمشتقاتکراندار دارای که sin x و ex مانند توابع برای درونیابی اما است. مشتق�پذیر

باشیم داشته f ∈ C∞[a, b] تابع برای اگر واقع در

|f (k)(x)| 6 M < ∞, ∀ k ∈ N, ∀x ∈ [a, b]

بازای اینکه به توجه با صورت این در است. نواخت ی کراندار f مشتقات دنباله�ی گوییم نیست، وابسته k به M آن در که

�گیریم م نتیجه (٣١.٣) از ،|x − xj| 6 b − a داریم j هر

|f(x) − pn(x)| 6 M
(b − a)n+۱

(n + ۱)!
, ∀x ∈ [a, b].

f(x) به pn(x) چندجمله�ای x ∈ [a, b] هر بازای �گیریم م نتیجه است بیشتر توان تابع از فاکتوریل تابع رشد که آنجا از

آمد. بدست f مشتقات دنباله�ی بودن نواخت ی کراندار علت به رایی هم این که �کنیم م تأکید هم باز شد. خواهد را هم

وجود M = eb دوم برای و M = ۱ نواخت ی کران اول برای زیرا رایند هم ex و sin x توابع درونیاب�های مثال برای

واقع در و کراندارند [a, b] بازه�ی روی آن مشتقات گفت �توان م تنها و ندارد خاصیت چنین رونگه مثال تابع اما دارند.

ه بطوری Mk < ∞ دارد وجود k ∈ N هر بازای

|f (k)(x)| 6 Mk, ∀x ∈ [a, b],

و �کند م رشد سرعت به {Mk}k∈N دنباله�ی آن در که

max
x∈[a,b]

|πn+۱(x)| Mn+۱

(n + ۱)!
→ ∞.
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درونیابی نقاط اه جای تغییر با �توان م گاه اما �دهد. م رخ نیز [−۵, روی[۵ e−x۲ مثال مورد در که است اتفاق همان این

مقدار

∥πn+۱∥∞ := max
x∈[a,b]

|πn+۱(x)|,

(برای �شود م ثابت تر پیشرفته دروس در کند. میل صفر به درونیابی کران ه بطوری کرد کوچ است ن مم که آنجا تا را

ریشه�های xk درونیابی نقاط که �کند م اختیار وقت را خود مقدار کمترین ∥πn+۱∥∞ ببینید)، را [۶] سوم فصل مثال

�شوند: م تعریف زیر صورت به چندجمله�ایها این باشند. [a, b] روی n + ۱ درجه�ی چبیشف چندجمله�ای

به�صورت x ∈ [−۱, ۱] برای Tn(x) n-ام درجه چبیشف چندجمله�ای .١.٣ تعریف

Tn(x) := cos
(
n cos−۱ x

)
, n = ۰, ۱, . . . , (٣٢.٣)

�شود. م تعریف

چندجمله�ایهای کرد ثابت �توان م .T۱(x) = x و T۰(x) = ۱ روشن به اما نیست چندجمله�ای شبیه آنها ظاهر اگرچه

بازگشت رابطه�ی با بالاتر درجه

Tn+۱(x) = ۲xTn(x) − Tn−۱(x), n = ۱, ۲, . . . , x ∈ [−۱, ۱], (٣٣.٣)

به Tn+۱ ریشه�های (٣٢.٣) تعریف طبق Tn+۱(x) = ۰ دهیم قرار اگر همچنین ببینید). را ٢٠ (پرسش �آیند م بدست

�آیند م بدست زیر صورت

xj = cos
(۲j + ۱)π

۲n + ۲
, j = ۰, . . . , n (٣۴.٣)

به پنج درجه�ی تا چبیشف چندجمله�ایهای زیر در دارند. قرار (−۱, ۱) بازه�ی در و متمایز ، حقیق هم �دهد م نشان که

آمده�اند بدست (٣٣.٣) بازگشت رابطه�ی کم

T۰(x) = ۱,

T۱(x) = x,

T۲(x) = ۲x۲ − ۱,

T۳(x) = ۴x۳ − ۳x,

T۴(x) = ۸x۴ − ۸x۲ + ۱,

T۵(x) = ۱۶x۵ − ۲۰x۳ + ۵x.

(یعن Tn+۱ چندجمله�ای در پیشرو ضریب کرد، اثبات نیز (٣٣.٣) بازگشت رابطه کم به �توان م و �بینید م که همانطور

چندجمله�ایها این �توان م t = b−a
۲ x + b+a

۲ خط متغیر تغییر با که است ذکر به لازم است. ۲n برابر (xn+۱ ضریب
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نقطه�ی n + ۱ اگر شد. خواهند منتقل متغیر تغییر همین با نیز ریشه�ها کرد. منتقل [a, b] بازه�ی به [−۱, ۱] بازه�ی از را

کرد ثابت �توان م شد اشاره قبلا که همانگونه و πn+۱ = ۲−nTn+۱ داریم باشند، Tn+۱ چندجمله�ای ریشه�های درونیابی

را بینهایت نرم کمترین پیشرو) ضریب بر تقسیم از (بعد چبیشف چندجمله�ایهای واقع در �شود. م مینیمم ∥πn+۱∥∞ نرم

در (T۱۱(x) (ریشه�های چبیشف نقاط از شمایی دارند. ( ی پیشرو ضریب با Pn+۱ اعضای (تمام خود هم�نوعان بین در

است. شده رسم زیر ل ش در [−۱, ۱] بازه�ی
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درونیابشان که توابع از ر دی بسیاری و رونگه ِمثال درونیاب درونیابی، نقاط عنوان به چبیشف ریشه�های انتخاب با

ل ش در چبیشف نقاط روی رونگه مثال ۱۰ درجه درونیاب مثال برای �شوند. م را هم واگراست، هم�فاصله نقاط روی

است آمده بدست زیر دستورات کم به نیوتن درونیابی تابع فراخوان با ل ش این است. شده رسم ٨.٣
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چبیشف نقاط ,۵−]با ۵] بازه�ی روی ۱
۱+x۲ تابع ۱۰ درجه درونیاب چندجمله�ای :٨.٣ ل ش

1 n = 10;

2 x = cos((2*(0:n)+1)*pi/(2*n+2));

3 t = 5*x; s = -5:0.01:5;

4 [p, a, D] = NewtonInterp(t, f, s);

5 plot(t,f,'ok',s,1./(1+s.^2),'-b', s,p,'--k');

جزء چبیشف نقاط بنابراین شد. خواهند منطبق هم بر آن درونیاب و تابع نمودار ببریم، بالاتر را درونیاب درجه�ی اگر

که دارند وجود ”توابع که است این کرد توجه آن به باید که مهم بسیار نکته�ی اما هستند. درونیابی� برای نقاط بهترین
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است. فابِر قضیه�ی نام به تقریب نظریه در مشهور قضیه ی این واگراست.“ نیز چبیشف نقاط روی حت درونیاب�هایشان

�پردازیم. نم آن به این از بیش اینجا در که دارد نیز ری دی نکات درونیاب�ها رایی هم بحث

برای دارد. رایی هم با تنگاتنگ رابطه�ی که کنیم صحبت درونیابی مسئله�ی پایداری مورد در هم اندک �خواهیم م حال

چه درونیاب) چندجمله�ای (یعن خروج در ببینیم و کنید وارد اختلال درونیابی مسئله�ی ورودی�های به باید پایداری بررس

�تواند م اختلالات این است. شده وارد ϵk اندازه�ی به اختلالات fk = f(xk) مقادیر در فقط کنیم فرض �افتد. م اتفاق

pn,ϵ با را شده مختل مسئله�ی برای درونیاب تابع باشد. مقادیر این خود ذات در یا ماشین در تابع محاسبه�ی خطای از ناش

�آید م بدست زیر صورت به لاگرانژ درونیابی روش طبق که �دهیم م نشان

pn,ϵ(x) =
n∑

k=۰

(fk + ϵk)ℓk(x), x ∈ [a, b].

نوشت �توان م (۶.٣) فرمول طبق بنابراین

pn,ϵ(x) − pn(x) =
n∑

k=۰

ϵkℓk(x), x ∈ [a, b].

�گیریم م نتیجه رابطه این از

|pn,ϵ(x) − pn(x)| 6 max
۰6k6n

|ϵk|
n∑

k=۰

|ℓk(x)| = λn(x) max
۰6k6n

|ϵk|,

داریم آنگاه Λn := max
x∈[a,b]

λn(x) دهیم قرار اگر است. مشهور لب تابع به λn(x) :=
n∑

k=۰

|ℓk(x)| آن در که

∥pn,ϵ − pn∥∞ 6 Λn∥ϵ∥∞,

ثابت Λn به �شود. م درونیاب در زیاد اختلال باعث ورودی در اندک اختلال باشد، بزرگ عدد Λn اگر �دهد م نشان که

ثابت �توان م دارد. بستگ درونیابی نقاط چیدمان به فقط و نیست وابسته f تابع به آن مقدار وضوح به که �گویند م لب

درونیابی مسئله�ی بنابراین �کند. م رشد نمایی صورت به n افزایش با لب ثابت باشند هم�فاصله درونیابی نقاط اگر کرد

ثابت و است کم رشد دارای چبیشف نقاط لب ثابت داد نشان �توان م عوض در اما است. بدوضع هم�فاصله نقاط روی

روی درونیابی از پایدارتر بسیار چبیشف نقاط روی درونیابی همین برای است. اریتم ل مرتبه�ی از آن رشد که �شود م

�توان م است. بازه مرکز از بیشتر بازه انتهای دو نزدی در چبیشف نقاط ال چ دیدیم که همانطور است. هم�فاصله نقاط

�باشند. م تری کوچ لب ثابت دارای هستند خاصیت این دارای که درونیابی نقاط مجموعه گفت

ارمیت* درونیابی ۶.٣

درونیابی در داشت. خواهد وجود تابع مشتقات از ردپایی احتمالا �شود، م ظاهر ارمیت نام درونیابی و تقریب در هرگاه

به نسبت بیشتری اطلاعات یعن است، دست در نیز تابع مشتقات مقادیر ها، f(xk) یعن تابع مقادیر از غیر به ارمیت



ارمیت* درونیابی ۶.٣ ٨٠

معطوف را خود توجه بخش این در آوریم. بدست دقیق�تری تقریب �شود م باعث همین و داریم اختیار در لاگرانژ درونیابی

یعن است، مشخص درونیابی نقاط تمام در اولش مرتبه مشتق و تابع مقادیر تنها آن در که �کنیم م خاص حالت ی به

مقادیر

f(x۰), f
′(x۰), f(x۱), f

′(x۱), . . . , f(xn), f ′(xn),

به هستیم pm(x) مانند m = ۲n + ۱ درجه حداکثر چندجمله�ای ی بدنبال و داریم xn ،. . . ،x۱ ،x۰ متمایز نقاط در را

باشند برقرار زیر درونیابی شرایط ه طوری

pm(xk) =fk, k = ۰, ۱, . . . , n, (i)

p′m(xk) =f ′
k, k = ۰, ۱, . . . , n, (ii)

(٣۵.٣)

۲n + ۱ باید آن درجه�ی چرا دارد وجود چندجمله�ای چنین اگر بپرسیم شاید .f ′
k = f ′(xk) و fk = f(xk) آن در که

بدست n یعن آن از کمتر ی درونیاب درجه�ی و بود درونیابی شرط n+ ۱ ما اطلاعات تعداد لاگرانژ درونیابی در باشد.

۲n + ۱ درونیاب درجه�ی که است انتظار پس داریم درونیابی شرایط طبق معلوم معادله�ی ۲n + ۲ چون نیز اینجا در آمد.

۲n + ۱ درجه�ی از pm مانند چندجمله�ای ی است کاف دارد، وجود چندجمله�ای چنین دهیم نشان اینکه برای باشد.

�گیریم م نظر در زیر ل ش به را چندجمله�ای این کند. صدق (٣۵.٣) درونیابی شرایط در که بسازیم

pm(x) =
n∑

k=۰

hk۰(x)fk +
n∑

k=۰

hk۱(x)f ′
k, (٣۶.٣)

(٣۵.٣) درونیابی شرایط که �سازیم م را آن�ها طوری و هستند ۲n + ۱ درجه�ی از چندجمله�ایهایی hk۱(x) و hk۰(x) که

است � کاف باشند برقرار (i) شرایط اینکه برای باشند. برقرار

hk۰(xj) = δjk, hk۱(xj) = ۰, j, k = ۰, . . . , m, (iii)

داریم درونیاب چندجمله�ای از مشتق�گیری با است. کرونکر دلتای تابع δjk =

 ۱, j = k

۰, j ̸= k
که

p′m(x) =
m∑

k=۰

h′
k۰(x)fk +

m∑
k=۰

h′
k۱(x)f ′

k,

است � کاف باشد برقرار (ii) شرایط اینکه برای و

h′
k۱(xj) = δjk, h′

k۰(xj) = ۰, j, k = ۰, . . . , m. (iv)

xk از بغیر (iv) طبق و است xn ،. . . ،x۱ ،x۰ ریشه�های دارای hk۱ چندجمله�ای (iii) طبق �سازیم. م را hk۱(x) ابتدا

نوشت �توان م بنابراین است. صفر آنها در مشتق زیرا هستند تکراری� ریشه�ها بقیه�ی

hk۱(x) = c(x − x۰)
۲ · · · (x − xk−۱)

۲(x − xk)(x − xk+۱)
۲ · · · (x − xn)۲, (٣٧.٣)
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از امر این برای شود. تعیین c ضریب است کاف پس hk۱ ∈ P۲n+۱ که است واضح است. ثابت ضریب ی c آن در که

را h′
k۱(xk) = ۱ و گرفته مشتق (٣٩.٣) از اگر �کنیم. م استفاده نکرده�ایم، استفاده آن از هنوز که h′

k۱(xk) = ۱ شرط

داشت خواهیم بریم، کار به

۱

c
= (xk − x۰)

۲ · · · (xk − xk−۱)
۲(xk − xk+۱)

۲ · · · (xk − xn)۲.

نوشت �توان م ℓk(x) لاگرانژ چندجمله�ایهای تعریف از استفاده با آخر در

hk۱(x) = (x − xk)ℓ
۲
k(x). (٣٨.٣)

آن�ها همه�ی (iv) طبق و است xn ،. . . ،xk+۱ ،xk−۱ ،. . . ،x۰ ریشه�های دارای (iii) طبق hk۰ چندجمله�ای مشابه طور به

داریم یعن هستند. تکراری�

hk۱(x) = c(x − x۰)
۲ · · · (x − xk−۱)

۲(x − xk+۱)
۲ · · · (x − xn)۲.

�توان م باشند. ی درجه چندجمله�ای ی c بایست باشد، ۲n + ۱ درجه�ی از hk۰ اینکه برای و نیست ثابت c اینجا در اما

نظر در a(x − xk) + b صورت به را آن شود ساده�تر محاسبات اینکه برای اما گرفت، نظر در ax + b صورت به را آن

داریم و �گیریم م

hk۱(x) = [a(x − xk) + b](x − x۰)
۲ · · · (x − xk−۱)

۲(x − xk+۱)
۲ · · · (x − xn)۲. (٣٩.٣)

این اعمال با نکرده�ایم. استفاده h′
k۰(xk) = ۰ و hk۰(xk) = ۱ شرط دو از هنوز شوند. تعیین b و a ضرایب است کاف

داشت خواهیم و دهید) انجام تمرین عنوان (به �شوند م تعیین b و a شرط دو

hk۰(x) = [۱ − ۲(x − xk)ℓ
′
k(xk)]ℓ

۲
k(x). (۴٠.٣)

صدق (٣۵.٣) درونیابی شرایط در که ساختیم pm ∈ Pm در چندجمله�ای ی حداقل شد، اشاره بالا در که روندی با

باشد داشته وجود qm ∈ Pm مانند ری دی چندجمله�ای کنیم فرض تاست. ی چندجمله�ای این �دهیم م نشان حال �کند. م

حداکثر درجه�ی از em که است واضح ،em := pm − qm دهیم قرار اگر کند. صدق (٣۵.٣) درونیابی شرایط در که

صدق زیر شرایط در em پس �کنند، م صدق (٣۵.٣) درونیابی شرایط در qm و pm چون طرف از و است m = ۲n + ۱

�کند م

em(xk) = ۰, e′m(xk) = ۰, k = ۰, ۱, . . . , n,

em جبر اساس قضیه�ی طبق دارد. ریشه ۲n + ۲ حداقل em یعن است، em تکراری ریشه�ی xk هر �دهد م نشان که

داریم: را زیر قضیه�ی بنابراین �دهد. م نتیجه را درونیاب تایی ی که qm = pm پس است، صفر چندجمله�ای

� �کند. م صدق (٣۵.٣) درونیابی شرایط در که دارد وجود ۲n + ۱ درجه�ی از چندجمله��ای ی تنها و ی .۵.٣ قضیه
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آورید. بدست را زیر جدول داده�های بر مبتن ارمیت درونیاب چندجمله�ای .۶.٣ مثال

x۰ = ۰ x۱ = ۱

fk ۱ ۲

f ′
k ۲ ۳

سادگ به آوریم. بدست (۴٠.٣) و (٣٨.٣) فرمول�های طبق را ،h۱۱ و ،h۱۰ ،h۰۱ ،h۰۰ چندجمله�ایهای است کاف

داریم

ℓ۰(x) = ۱ − x, ℓ۱(x) = x,

�آوریم م بدست آن از و

h۰۰(x) = (۱− ۲x)(۱− x)۲, h۱۰(x) = (۳− ۲x)x۲, h۰۱(x) = x(۱− x)۲, h۱۱(x) = (x− ۱)x۲.

داریم (٣۶.٣) رابطه�ی طبق آخر در و

p۳(x) = (۱ − ۲x)(۱ − x)۲ + ۲(۳ − ۲x)x۲ + ۲x(۱ − x)۲ + ۳(x − ۱)x۲.

♢

خط مستقل مجموعه�ی بالا، روش در

{
h۰۰, h۱۰, . . . , hn۰, h۰۱, . . . , hnn

}
(۴١.٣)

به pm چندجمله�ای �کند، م صدق (iv) و (iii) شرایط در پایه این چون و گرفتیم نظر در P۲n+۱ برای پایه�ای عنوان به را

تعیین برای دستگاه حل به نیازی اگرچه لاگرانژ، درونیابی همانند �کند. م صدق (٣۵.٣) درونیابی شرایط در (٣۶.٣) فرم

چندجمله�ایهای روی از پایه این چون بسازیم. نقاط از مجموعه هر برای باید را (۴١.٣) پایه�ی اما نیست، درونیابی ضرایب

با ارقام حذف خطای بروز ان ام مثلا �برد. م ارث به را لاگرانژ روش �های کاست همه�ی �شود، م ساخته ℓk(x) لاگرانژ

شوند. تکرار نو از باید محاسبات تمام شوند اضافه درونیابی برای جدیدی نقاط اگر و است، زیاد آن در معنا

کنیم انتخاب P۲n+۱ فضای برای جدیدی پایه�ی باید دهیم تعمیم ارمیت درونیابی برای را نیوتن روش بخواهیم اگر

نقطه�ی هر در اینکه به توجه با و (٨.٣) از الهام با شود. درونیاب چندجمله�ای تعیین برای بازگشت فرمول ی به منجر که

انتخاب P۲n+۱ فضای روی ارمیت درونیابی برای را زیر پایه�ی آن، مشتق مقدار هم و است معلوم تابع خود مقدار هم xk

�کنیم }م
π۰(x), π۱(x), . . . , π۲n+۱(x)

}
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�شوند م تعریف زیر صورت به و هستند (٨.٣) تعریف از متفاوت πk(x) چندجمله�ایهای آن در که

π۰(x) = ۱,

π۱(x) = (x − x۰),

π۲(x) = (x − x۰)
۲,

π۳(x) = (x − x۰)
۲(x − x۱),

...

π۲n(x) = (x − x۰)
۲(x − x۱)

۲ · · · (x − xn−۱)
۲,

π۲n+۱(x) = (x − x۰)
۲(x − x۱)

۲ · · · (x − xn−۱)
۲(x − xn).

کنیم تعریف زیر صورت به را tk نقاط و یریم ب نظر در بار دو را درونیابی نقطه�ی هر اگر واقع در

t۰ = t۱ := x۰, t۲ = t۳ := x۱, . . . t۲n = t۲n+۱ := xn,

�شوند م تعریف زیر ل ش به πk(x) پایه�ی توابع آنگاه

π۰(x) = ۱, πk(x) =
k−۱∏
j=۰

(x − tj), k = ۱, ۲, . . . , ۲n + ۱.

صورت به پایه این حسب بر را درونیاب چندجمله�ای اگر

p۲n+۱(x) = α۰π۰(x) + α۱π۱(x) + · · · + α۲n+۱π۲n+۱(x) (۴٢.٣)

خاصیت از و کنیم اعمال را (٣۵.٣) درونیابی شرایط و دهیم بسط

πk(tj) = ۰, for k > j, π′
k(tj) = ۰, for k > j

�رسیم م زیر مثلث پایین خط معادلات دستگاه به کنیم استفاده

π۰(x۰)

۰ π′
۱(x۰)

π۰(x۱) π۱(x۱) π۲(x۱)

۰ π′
۱(x۱) π′

۲(x۱) π′
۳(x۱)

... ... ... . . .

π۰(xn) π۱(xn) π۲(xn) · · · π۲n(xn)

۰ π′
۱(xn) π′

۲(xn) · · · π′
۲n(xn) π′

۲n+۱(xn)





α۰

α۱

α۲

α۳

...

α۲n

α۲n+۱


=



f۰

f ′
۰

f۱

f ′
۱

...

fn

f ′
n
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دارای و است معکوس�پذیر دستگاه این دهید!)، (نشان صفرند غیر هم ماتریس این قطر روی عناصر اینکه به توجه با

روش با را دستگاه این �توان م �دهد. م ارائه ارمیت درونیاب تایی ی و وجود برای ری دی اثبات که تاست ی جواب

(۴٢.٣) در ذاری جای با و آورد بدست را αk ضرایب و کرد حل O(n۲) تقریباً محاسبات هزینه�ی با پیشرو ذاری جای

ذاری جای روش بجای نیوتن شده�ی تقسیم تفاضلات جدول از است بهتر قبل همانند اما کرد. تعیین را pm چندجمله�ای

�کنیم. م اثبات را زیر لم ابتدا جدول این ساختن برای کرد. استفاده پیشرو

.f [x, x] = f ′(x) آنگاه باشد، x نقطه�ی در مشتق�پذیر تابع f اگر .۶.٣ لم

�نویسیم م اثبات برای برهان.

f [x, x] = lim
h→۰

f [x, x + h] = lim
h→۰

f(x + h) − f(x)

h
= f ′(x).

است. مشتق�پذیر x در f که است برقرار علت این به آخر تساوی

tk = tk+۱ که وقت برای f [tk, tk+۱] محاسبه�ی و �دهیم م یل تش tk مقادیر برای را نیوتن تفاضلات جدول اکنون

�دهیم. م توضیح مثال ی با را فرآیند این �کنیم. م استفاده است مسئله معلوم داده�های جزء که f ′(tk) مشتق مقدار از

تفاضلات جدول �آوریم. م بدست نیوتن روش کم به را ۶.٣ مثال جدول داده�های بر مبتن ارمیت درونیاب .٧.٣ مثال
�شود م نوشته زیر صورت به

t۰ = x۰ = ۰ f۰ = ۱

t۱ = x۰ = ۰ f۰ = ۱ f ′
۰ = ۲

t۲ = x۱ = ۱ f۱ = ۲ ۲−۱
۱−۰ = ۱ ۱−۲

۱−۰ = −۱

t۳ = x۱ = ۱ f۱ = ۲ f ′
۱ = ۳ ۳−۱

۱−۰ = ۲ ۲−(−۱)
۱−۰ = ۳

یا

۰ ۱

۰ ۱ ۲

۱ ۲ ۱ −۱

۱ ۲ ۳ ۲ ۳

و α۲ = f [x۰, x۰, x۱] = −۱ ،α۱ = f [x۰, x۰] = ۲ ،α۰ = f [x۰] = ۱ داریم جدول قطر روی مقادیر از

�شود م نوشته زیر صورت به ارمیت سه درجه درونیاب بنابراین .α۳ = f [x۰, x۰, x۱, x۱] = ۳

p۳(x) = ۱ + ۲(x − t۰) − (x − t۰)(x − t۱) + ۳(x − t۰)(x − t۱)(x − t۲)

= ۱ + ۲x − x۲ + ۳x۲(x − ۱).

از عبارتند بسط ضرایب شود، داده بسط (۴٢.٣) صورت به ارمیت درونیاب اگر گفت �توان م کل طور به

αk = f [t۰, t۱, . . . , tk], k = ۰, ۱, . . . , ۲n + ۱.

♢



٨۵ تقریب و درونیابی .٣ فصل

همانند روشهرنر کم به درونیاب برنامه انتهای در است. آمده زیر در نیوتن روش با ارمیت درونیابی مت�لب برنامه�ی

است. شده محاسبه (٢.٣) بخش

1 function [p, a, D] = HermiteInterp(x, f, f1, s)

2 n = length(x);

3 t(1:2:2*n-1)=x; t(2:2:2*n)=x;

4 D(1:2:2*n-1,1)=f'; D(2:2:2*n,1)=f'; D(2:2:2*n,2)=f1';

5 for j=2:2*n

6 for i=j:2*n

7 if t(i-j+1)-t(i)~=0

8 D(i,j)= (D(i-1,j-1)-D(i,j-1))/(t(i-j+1)-t(i));

9 end

10 end

11 end

12 a = diag(D); p = a(2*n);

13 for j=2*n-1:-1:1

14 p = p.*(s-t(j))+a(j);

15 end

درونیاب آخر در �شوند. م داده برنامه به f1 بردار در تابع مشتق مقادیر و f بردار در تابع مقادیر ،x بردار در درونیابی نقاط

درونیابی ضرایب و Dماتریس در تفاضلات جدول همچنین �شوند. م بازگردانده p بردار توسط و محاسبه s بردار در ارمیت

�شوند. م بازگردانده کاربر اطلاع جهت a بردار در ماتریس قطر یعن

نقاط روی آن لاگرانژ درونیاب همراه به تابع این ٩.٣ ل ش در یرید. ب نظر در را f(x) = sin(۳x) تابع .٨.٣ مثال
شده رسم نقاط همین در آن اول مرتبه مشتق و تابع خود مقادیر بازای آن ارمیت درونیاب همچنین و X = {۰, ۱, ۲, ۳}

مناسب�تری بسیار همخوان ارمیت درونیاب اما ندارد مناسبی دقت لاگرانژ درونیاب که مشخصاست ل ش روی از است.

ارمیت درونیاب اما است درونیابی نقاط از کردن عبور صدد در صرفاً لاگرانژ درونیاب که است این علت دارد. f تابع با

در که مقایسه�ای البته هست. نیز درونیابی نقاط در درونیابش و f تابع شیب بودن سان ی مراقب نقاط، از عبور از غیر به

۷ درجه از ارمیت درونیاب که حال در است ۳ درجه از لاگرانژ درونیاب زیرا نیست عادلانه است گرفته صورت مثال این

♢ است.
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لاگرانژ و ارمیت درونیابی مقایسه :٩.٣ ل ش

عنوان به زیر قضیه�ی اثبات آورد. بدست نیوتن فرم در هم و لاگرانژی فرم در هم �توان م را ارمیت درونیابی خطای

ببینید. را ٢٣ پرسش است. معمول درونیابی خطای اثبات مشابه زیرا �شود م واگذار تمرین

p۲n+۱ چندجمله�ای∋ و f ∈ C۲n+۲[a, b] تابع و باشند [a, b]بازه�ی در متمایز نقاط xn ،. . . ،x۰ فرضکنید .٧.٣ قضیه
درونیابی شرایط در P۲n+۱

f (j)(xk) = p
(j)
۲n+۱(xk), k = ۰, ۱, . . . , n, j = ۰, ۱,

ه بطوری ξ(x) ∈ [a, b] ی دارد وجود x ∈ [a, b] هر برای آنگاه کنند. صدق

f(x) − p۲n+۱(x) =
(x − x۰)

۲ · · · (x − xn)۲

(۲n + ۲)!
f (۲n+۲)

(
ξ(x)

)
, (۴٣.٣)

داریم f ∈ C۱[a, b] ضعیف�تر شرط با همچنین خطاست. فرمول لاگرانژی فرم که

f(x) − p۲n+۱(x) = (x − x۰)
۲ · · · (x − xn)۲f [x۰, x۰, x۱, x۱, . . . , xn, xn, x],

� است. ارمیت درونیابی نیوتن فرم خطای فرمول که

f ∈ C۴[x۰, x۱] اینکه فرض با h := x۱ − x۰ که x۱ و x۰ فاصله�ی به نقطه دو روی ارمیت درونیابی خطای .٩.٣ مثال
است زیر صورت به

f(x) − p۳(x) =
(x − x۰)

۲(x − x۱)
۲

۴!
max

t∈[x۰,x۱]
|f (۴)(t)|, x ∈ [x۰, x۱].

نوشت �توان م ، کنید!) (اثبات max
x∈[x۰,x۱]

|(x − x۰)
۲(x − x۱)

۲| 6 (h/۲)۴ اینکه به توجه با

∥f − p۳∥∞ =
h۴

۳۸۴
∥f (۴)∥∞,

♢ است. O(h۴) از خطا باشد داشته را لازم همواری شرایط f اگر �دهد م نشان که



٨٧ تقریب و درونیابی .٣ فصل

بالاتر مراتب مشتقات مقادیر که حالت �توان م را ارمیت درونیابی که �کنیم م اشاره نکته این به بخش این انتهای در

�پردازیم. نم آن به اینجا در که داد، تعمیم باشند دست در نیز تابع

اسپلاین�ها ٧.٣

درونیاب چندجمله�ایهای دنباله�ی و نیست پایدار کل حالت در چندجمله�ای درونیابی که کردیم مشاهده قبل بخش�های در

بسیاری در �یابد م افزایش چندجمله�ایها نوسانات درجه، افزایش با چون گفت �توان م کل نگاه ی در واگراست. گاه

ی نیست. بازه کل روی تابع برای مناسبی تقریب اما �گذرد م درونیابی نقاط تمام از اگرچه بالا درجه�ی درونیاب مواقع از

تقریب ی قسمت هر روی و کنیم تقسیم قسمت چندین به را درونیابی بازه�ی که است این معضل این از اجتناب برای ایده

باشد، هموار بازه کل روی که شود ساخته طوری تقریب این است لازم گاه البته بریم. ار ب پایین درجه�ی با چندجمله�ای

موضع تقریب روش این به کنیم. فراهم را مشتقاتش و تابع پیوستگ شرایط همسایه زیربازه��های اتصال محل در یعن

اطلاعات تمام از و عمل بازه کل روی زیرا بودند سراسری تقریب نوع از هم قبل تقریب�های نگاه این با �گوییم. م

به حدودی تا بخش این در که هستند موضع تقریب برای توابع اسپلاین�ها �کردند. م استفاده جا ی صورت به مسئله

�کنیم. م بیان را سراسری تقریب�های به نسبت آن�ها مزایای از برخ آخر در و �پردازیم م آن�ها

آن در که [xn−۱, xn] ،. . . ،[x۱, x۲] ،[x۰, x۱] صورت به بازه زیر n به را [a, b] بازه�ی که است این ساده� حالت ی

a = x۰ < x۱ < · · · < xn−۱ < xn = b,

نقاط در حاصل قطعه�ای تابع که بزنیم تقریب طوری خط چندجمله�ای ی با را f(x) تابع زیربازه هر روی و کنیم تقسیم

تابع �نامیم، م خط اسپلاین را آن ما که خط قطعه�ای درونیاب این در کنید. نگاه (١٠.٣) ل ش به باشد. ی f با xk

 

 

( )s x  
( )f x  

5x b=  4x  3x  
2x  1x  0a x=  

خط اسپلاین درونیاب :١٠.٣ ل ش

اسپلاین ی تعریف کل طور به است. پیوسته [a, b] بازه�ی کل روی و است خط چندجمله�ای ی بازه زیر هر در اسپلاین

است. زیر صورت به ℓ درجه�ی

ℓ درجه�ی از چندجمله�ای اسپلاین ی را s : [a, b] −→ R تابع ی باشد. نامنف صحیح عدد ℓ گیریم .٢.٣ تعریف
اگر گوییم



اسپلاین�ها ٧.٣ ٨٨

s ∈ Cℓ−۱[a, b] .١

،۰ 6 k 6 n − ۱ که x ∈ [xk, xk+۱] برای s ∈ Pℓ .٢

فضای C−۱[a, b] اینجا در است. [a, b] بازه�ی از نقطه�ای افراز ی X = {a = x۰ < x۱ < · · · < xn = b} آن در که

�دهیم. م نمایش Sℓ
X با را X روی ℓ درجه�ی اسپلاین�های فضای است. [a, b] روی پیوسته قطعه�ای توابع

ترتیب همین به است. ( (خط ی درجه اسپلاین ی چین) خط نمودار (یعن ١٠.٣ ل ش در s تابع تعریف این با

که است واضح است. C۱ تابع ی بازه کل روی و است دو درجه چندجمله�ای ی زیربازه هر در دوم درجه اسپلاین ی

است کاف دو، درجه اسپلاین برای پس است. مشتق�پذیر مرتبه هر از اسپلاین تابع ،k = ۱, . . . , n−۱ ،xk غیر نقاط در

باشند. برابر راست حد و چپ حد دارای ،k = ۱, . . . , n − ۱ ،xk نقاط در آن مشتق و اسپلاین

درونیابِ که �کنیم م تعیین گونه�ای به را اسپلاین ادامه در نیست. کار در ی f تابع اسپلاین، تعریف در که کنید دقت

Pn فضای در را کار این قبلا که همانگونه �آوریم، م بدست Sℓ
X فضای در را f درونیابِ واقع در باشد. f مفروض تابع ی

پایه حسب بر را s اسپلاین تابع و کنیم معرف Sℓ
X فضای برای پایه��یی باید کنیم، عمل قبل همانند بخواهیم اگر دادیم. انجام

حوصله�ی از قدری اسپلاین�ها فضای پایه�ی معرف اما کنیم. تعیین را بسط ضرایب درونیابی، شرایط اعمال با و دهیم بسط

اینجا در اما کنید. مراجعه [۶] به مثال برای �توانید م شما �شود. م مطرح پیشرفته�تر درس�های در و است خارج درس این

�کنیم. م تعیین را درونیاب اسپلاین نباشد پایه معرف به نیازی که ری دی طریق به

با سادگ به خط درونیاب اسپلاین باشند. دست در f مفروض تابع ی از fn ،. . . ،f۱ ،f۰ مقادیر کنید فرض

داریم واقع در �شود. م تعیین (١٠.٣) ل ش همانند زیربازه هر در f تابع خط درونیابی

s(x) =



f(x۰) + (x − x۰)f [x۰, x۱], x ∈ [x۰, x۱]

f(x۱) + (x − x۱)f [x۱, x۲], x ∈ [x۱, x۲]

...

f(xn−۱) + (x − xn−۱)f [xn−۱, xn], x ∈ [xn−۱, xn]

�شود م تعیین سادگ همین به خط درونیاب اسپلاین نوشته�ایم. را نیوتن خط درونیاب فرمول بازه، زیر هر در آن در که

است. شده لحاظ s ضابطه�های ذات در هم آن که باشد پیوسته s است کاف تنها و نداریم مشتقات پیوستگ بر فرض زیرا

کنیم فرض است. سرراست نیز خط درونیاب اسپلاین خطای یافتن

hk = xk+۱ − xk, k = ۰, ۱, . . . , n − ۱.

بازه�ی زیر هر برای ،(٧.٣) در خط درونیابی خطای فرمولِ طبق صورت این در .f ∈ C۲[a, b] کنیم فرض همچنین و

نوشت �توان م [xk, xk+۱]

|f(x) − s(x)| 6 h۲
k

۸
max

t∈[xk−۱,xk]
|f ′′(t)|, x ∈ [xk, xk+۱], k = ۰, ۱, . . . , n − ۱.
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داریم h = max
۰6k6n−۱

hk دهیم قرار اگر و

|f(x) − s(x)| 6 h۲

۸
max
t∈[a,b]

|f ′′(t)|, x ∈ [a, b].

داریم است، برقرار �کند، م ماکزیمم را چپ سمت که ی x برای بخصوص ،x ∈ [a, b] هر بازای بالا نابرابری چون

∥f − s∥∞ 6 h۲

۸
∥f ′′∥∞. (۴۴.٣)

بین فاصله�ی کاهش با یعن O(h۲)است. خط درونیاب اسپلاین خطای آنگاه f ∈ C۲[a, b] اگر �دهد م نشان بالا کران

C∞ توابع برای حت که است چندجمله�ای درونیاب�های به نسبت اسپلاین�ها حسن اولین این �شود. م را هم s به f نقاط،

نداشتند. شده تضمین رایی هم نیز

X =
{
− ۱,−۱

۲ , ۰, ۱
۲ , ۱
}
نقاط روی f(x) = ۱ − x۲ تابع برای خط درونیاب اسپلاین �خواهیم م .١٠.٣ مثال

داریم تابع ضابطه�ی به توجه با آوریم. بدست را درونیابی خطای کران و بنویسیم

f۰ = ۰, f۱ =
۳

۴
, f۲ = ۱, f۳ =

۳

۴
, f۴ = ۰.

از عبارتند اول مرتبه شده تقسیم تفاضلات مقادیر همچنین

f [x۰, x۱] =
۳

۲
, f [x۱, x۲] =

۱

۲
, f [x۲, x۳] = −۱

۲
, f [x۳, x۴] = −۳

۲
.

�شود م تعیین زیر صورت به اسپلاین ضابطه�ی بنابراین

s(x) =



۳
۲(x + ۱), x ∈ [−۱,−۱

۲ ]

۳
۴ + ۱

۲(x + ۱
۲), x ∈ [−۱

۲ , ۰]

۱ − ۱
۲x, x ∈ [۰, ۱

۲ ]

−۳
۲(x − ۱), x ∈ [۱

۲ , ۱]

f ′′(x) = −۲ اینکه به توجه با و (۴۴.٣) خطای کران طبق است. شده رسم ١١.٣ ل ش در s اسپلاین و ۱−x۲ تابع نمودار

داریم ،h = hk = ۱
۲ و

∥s − f∥∞ 6 (۱/۲)۲

۸
× ۲ =

۱

۱۶
= ۰٫ ۰۶۲۵.

♢ �یابد. م کاهش ۲ نسبت با خطا کران کنیم، تر کوچ را h فاصله�ی اگر

�شود. م نوشته زیر صورت به خط درونیاب اسپلاین مت�لب برنامه�ی
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آن خط درونیاب اسپلاین ی و f(x) = ۱ − x۲ نمودار :١١.٣ ل ش

1 function s = LinearSpline(x, f, t)

2 n = length(x); s = [];

3 for k=1:n-1

4 ind = find( t>=x(k) & t<x(k+1));

5 tk = t(ind);

6 sk = f(k)+(tk-x(k))*(f(k+1)-f(k))/(x(k+1)-x(k));

7 s = [s sk];

8 end

9 s = [s f(end)];

t در اسپلاین مقادیر بردار s و �شود م محاسبه آن در اسپلاین که برداری t مقادیر، بردار f نقاط، بردار x برنامه این در

بخش tk و دارند قرار xk+۱ و xk بین نقاط آن که �یابد م را نقاط اندیس find دستور حلقه درون دوم سطر در است.

است. شده فراخوان زیر صورت به قبل مثال برای برنامه این نمونه، عنوان به دارد. قرار زیربازه این در که است t از

1 x = [-1 -.5 0 .5 1]; f = 1-x.^2; t = -1:0.01:1;

2 s = LinearSpline(x, f, t);

3 plot(t,1-t.^2,'-b', t,s,'--r')

توضیح بعداً در که دلایل بنابر اما بپردازیم. دو درجه درونیاب اسپلاین�های به اینجا در باید باشد، که هم نوبت بنابر



٩١ تقریب و درونیابی .٣ فصل

گفت بتوان شاید �کنیم. م مطرح را سه درجه اسپلاین�های با درونیابی و گذاشته کنار را دوم درجه اسپلاین�های داد، خواهیم

مورد درونیابی و تقریب در اسپلاین�ها بقیه�ی از بیش �گویند م نیز عبی م اسپلاین�های آنها به که سه درجه اسپلاین�های

کاربردهای از بسیاری در که هستند C۲[a, b] همواری دارایِ اسپلاین�ها نوع این تعریف، طبق زیرا �گیرند، م قرار استفاده

�طلبد، م بیشتری محاسبات هزینه�ی آنها با کار و تولید که بالاتر، درجه اسپلاین�های به نیازی و است کاف مهندس و فیزی

نیست.

سه درجه چندجمله�ای ی [xk, xk+۱] بازه�ی زیر هر روی s مانند عبی م اسپلاین ی بازگردیم، تعریف به هم باز اگر

داریم گره�ای نقاط در و است

s(x−
k ) = s(x+

k ), s′(x−
k ) = s′(x+

k ), s′′(x−
k ) = s′′(x+

k ), k = ۱, ۲, . . . , n − ۱, (۴۵.٣)

معادلات حقیقت در است. xk نقاط در سمتچپ حد راستو سمت حد −مقادیر اندیس�های+و بالا از منظور آن در که

بازه، انتهایی و ابتدایی نقطه�ی دو در که است ذکر به لازم �باشند. م گره�ای نقاط در s′′ و s′ ،s پیوستگ نشان�دهنده�ی بالا

تعیین برای شرط ۳(n−۱) تعداد (۴۵.٣) معادلات نیست. مشتقاتش و s پیوستگ شرایط اعمال به نیازی xn و x۰ یعن

بر علاوه کند، درونیابی X = {x۰, x۱, . . . , xn} نقاط در را f تابع s اسپلاین بخواهیم اگر �دهند. م ارائه ما به اسپلاین

درونیابی شرط n + ۱ بالا شرایط

s(xk) = fk, k = ۰, ۱, ۲, . . . , n, (۴۶.٣)

داریم. معلوم معادله�ی ۳(n−۱)+n+۱ = ۴n−۲ عبی، م درونیاب اسپلاین تعیین برای بنابراین �شوند. م اضافه هم

ضابطه هر کنیم. تعیین را زیربازه هر در اسپلاین ضابطه�های است کاف اسپلاین تعیین برای است؟ چقدر ما مجهولات اما

پس داریم ضابطه n چون �باشد. م α۰ + α۱x + α۲x
۲ + α۳x

۳ ی صورت به ضابطه هر زیرا است مجهول ۴ شامل

باشد. داشته جواب بینهایت �تواند م و دارد آزادی درجه�ی دو معادلات دستگاه بنابراین است. ۴n مجهولات کل تعداد

خط درونیاب اسپلاین در �کنند. م صدق (۴۶.٣) درونیابی شرایط در که دارند وجود عبی م اسپلاین بینهایت واقع در

�آوریم م بدست سان ی عدد دو کنیم حساب را آن معلومات و مجهولات تعداد منوال همین به اگر و نداشتیم چیزی چنین

این کرد. اضافه ر دی اختیاری شرط دو �توان م آوریم، بدست تا ی عبی م درونیاب اسپلاین ی اینکه برای دهید!). (انجام

اضافه b و a یعن بازه انتهای و ابتدا نقطه�ی دو در همیشه) (نه معمولا و �شود م تعیین مسئله فیزی به توجه با شرط دو

زیر ل ش سه به اضاف شرایط این عبی م اسپلاین برای غالباً �گوییم. م انتهایی شرایط یا مرزی شرایط آن�ها به که �شوند م

�شوند: م تحمیل

که شود تعیین گونه�ای به عبی م درونیاب اسپلاین اگر الف:

s′(a) = f ′
۰ , s′(b) = f ′

n (۴٧.٣)

درونیاب اسپلاین آن به هستند)، بازه� انتهای و ابتدا در f (مشتقات هستند معلوم� شده�ی داده مقادیر f ′
n و f ′

۰ آن در که

�گوییم. م مقید عبی م درونیاب اسپلاین یا ارمیت عبی م
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که شود تعیین گونه�ای به عبی م درونیاب اسپلاین اگر ب:

s′′(a) = ۰, s′′(b) = ۰ (۴٨.٣)

�گوییم. م طبیع عبی م درونیاب اسپلاین آن به

تعیین گونه�ای به عبی م درونیاب اسپلاین و باشند b − a تناوب دوره�ی با متناوب دو هر آن مشتق و f تابع اگر ج:

که شود

s′(a) = s′(b), s′′(a) = s′′(b) (۴٩.٣)

تعیین ونه�ای ب اسپلاین و ،s(a) = s(b) لزوماً صورت این در �گوییم. م متناوب عبی م درونیاب اسپلاین آن به

هستند. متناوب دومش مرتبه مشتق و اولش مرتبه مشتق خودش، که �شود م

در مجهولات و معلومات اختلاف کنیم. بیان را دو درجه اسپلاین�های با درونیابی نکردن مطرح علت �توانیم م اینجا در

صورت این در که کنیم تحمیل مسئله به شرط ی است کاف تنها یعن است. واحد ی دوم، درجه اسپلاین با درونیابی

کل طور به و دو درجه درونیاب اسپلاین�های تعیین برای ری دی روش�های آورد. بدست متقارن اسپلاین ی �توان نم

کنید. مشاهده [۶] در را آن�ها �توانید م که دارند وجود زوج درجه اسپلاین�های

اسپلاین ی بالا گانه�ی سه شرایط از ی هر تحت و �دهیم م ارائه عبی م درونیاب اسپلاین تعیین برای روش اکنون

شرایط طبق .sk := s
∣∣
[xk,xk+۱]

یعن �دهیم، م نمایش sk با را [xk, xk+۱] زیربازه�ی در s ضابطه�ی �آوریم. م بدست تا ی

داریم درونیابی

sk(xk) = fk, sk(xk+۱) = fk+۱, k = ۰, ۱, . . . , n − ۱, (۵٠.٣)

کنیم فرض ر دی سوی از �دهد. م نشان را [x۰, xn] بازه�ی کل روی s بودن پیوسته خود خودی به که

s′k(xk) =: mk, s′k(xk+۱) =: mk+۱, k = ۰, ۱, . . . , n − ۱. (۵١.٣)

زیرا �کند م تضمین را بازه کل روی s′ پیوستگ نیز فرض این که

s′(x−
k ) = s′k−۱(xk) = mk = s′k(xk) = s′(x+

k ), k = ۱, ۲, . . . , n − ۱.

تعیین طوری را [xk, xk+۱] بازه�ی در sk سه درجه�ی چندجمله�ای اکنون �شوند. م تعیین بعداً اما مجهولند فعلا mk مقادیر

تفاضلات جدول است. ارمیت درونیابی مسئله�ی ی این کند. صدق (۵١.٣) و (۵٠.٣) درونیابی شرایط در که �کنیم م

است: زیر صورت به hk = xk+۱ − xk اینکه فرض با نیوتن شده�ی تقسیم
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xk fk

xk fk mk

xk+۱ fk+۱ f [xk, xk+۱]
f [xk,xk+۱]−mk

hk

xk+۱ fk+۱ mk+۱
mk+۱−f [xk,xk+۱]

hk

mk+۱+mk−۲f [xk,xk+۱]

h۲
k

از عبارتست درونیاب چندجمله�ای دیدیم، ارمیت درونیابی در که همانگونه

sk(x) = fk + mk(x − xk) +
f [xk, xk+۱] − mk

hk

(x − xk)
۲

+
mk+۱ + mk − ۲f [xk, xk+۱]

h۲
k

(x − xk)
۲(x − xk+۱),

نوشت زیر ساده�ی ل ش به را آن �توان م که

sk(x) = αk,۰ + αk,۱(x − xk) + αk,۲(x − xk)
۲ + αk,۳(x − xk)

۳, x ∈ [xk, xk+۱], (۵٢.٣)

�آیند م بدست زیر صورت به ،(x − xk+۱) = (x − xk) − hk اینکه به توجه با αk,j ضرایب آن در که

αk,۰ = fk,

αk,۱ = mk,

αk,۲ =
f [xk, xk+۱] − mk

hk

− hkαk,۳,

αk,۳ =
mk+۱ + mk − ۲f [xk, xk+۱]

h۲
k

.

(۵٣.٣)

برای آیند. بدست αk,j ضرایب (۵٣.٣) در آنها ذاری جای با و شوند تعیین mk ضرایب است کاف sk تعیین برای بنابراین

داریم �کنیم. م استفاده s دوم مشتق پیوستگ شرط از ها mk محاسبه�ی

s′′k−۱(xk) = s′′k(xk), k = ۱, ۲, . . . , n − ۱. (۵۴.٣)

(۵۴.٣) پیوستگ شرایط اعمال سپس و [xk−۱, xk] بازه�ی زیر برای آن بازنویس و (۵٢.٣) فرمول از مشتق�گیری بار دو با

�رسیم م زیر معادله�ی به

۲αk−۱,۲ + ۶hk−۱αk−۱,۳ = ۲αk,۲, k = ۱, ۲, . . . , n − ۱.

زیر معادلات به کنیم تقسیم (hk−۱ + hk) بر را طرفین آخر در و کنیم زین جای (۵٣.٣) فرمول�های از را αk,j ضرایب اگر

�رسیم م

λkmk−۱ + ۲mk + βkmk+۱ = dk, k = ۱, ۲, . . . , n − ۱, (۵۵.٣)
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زیرند صورت به ۱ 6 k 6 n − ۱ برای dk و βk ،λk مقادیر آن در که

λk =
hk

hk−۱ + hk

, βk =
hk−۱

hk−۱ + hk

, dk = ۳λkf [xk−۱, xk] + ۳βkf [xk, xk+۱]. (۵۶.٣)

از ی هر اعمال با �دهند. م یل تش ،۰ 6 k 6 n ،mk مجهول n + ۱ و معادله n− ۱ با دستگاه ی (۵۵.٣) معادلات

�کنیم. م تعیین تا ی صورت به را mk ضرایب و کرده برابر را مجهولات و معادلات تعداد گانه، سه مرزی شرایط

داریم سادگ به (۴٧.٣) شرط دو طبق �کنیم. م بررس را ارمیت مرزی شرایط ابتدا

m۰ = f ′
۰ , mn = f ′

n.

،. . . ،m۱ مقادیر تعیین برای زیر قطری سه معادلات دستگاه به کنیم زین جای (۵۵.٣) معادلات در را مقادیر این اگر

�رسیم، م mn−۱

۲ β۱

λ۲ ۲ β۲

. . . . . . . . .

λn−۲ ۲ βn−۲

λn−۱ ۲





m۱

m۲

...

mn−۲

mn−۱


=



d̂۱

d۲

...

dn−۲

d̂n−۱


, (۵٧.٣)

آن در و است (n − ۱) × (n − ۱) بعد از دستگاه این

d̂۱ = d۱ − λ۱m۰ = d۱ − λ۱f
′
۰ , d̂n−۱ = dn−۱ − βn−۱mn = dn−۱ − βn−۱f

′
n, n > ۲.

است سطری قطر غالب اکیداً بالا قطری سه ماتریس �گیریم م نتیجه ،λk + βk = ۱ و βk > ۰ و λk > ۰ اینکه به توجه با

αk,j ضرایب سپس �شوند. م تعیین دستگاه این حل با تا ی صورت به mk ضرایب پس است. پذیر معکوس بنابراین و

�شود. م نوشته (۵٢.٣) توسط زیربازه هر روی اسپلاین و �شوند م محاسبه (۵٣.٣) فرمول�های طبق

بازه�ی زیر در اسپلاین ضابطه�ی کنیم. استفاده (۴٨.٣) شرط دو از باید طبیع درونیاب اسپلاین آوردن بدست برای

داریم (۵٢.٣) طبق و است s۰ اول

s′′۰ (x) = ۲α۰,۲ + ۶α۰,۳(x − a).

�رسیم م زیر معادله�ی به (۵٣.٣) فرمول�های از استفاده و s′′(a) = ۰ مرزی شرط اعمال با

۲m۰ + m۱ = ۳f [x۰, x۱]. (۵٨.٣)

معادله�ی به s′′(b) = ۰ طبیع شرط اعمال و آخر بازه�ی زیر ضابطه�ی از استفاده با ترتیب همین به

mn−۱ + ۲mn = ۳f [xn−۱, xn] (۵٩.٣)
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دستگاه به کنیم، اضافه (۵۵.٣) معادلات انتهای به را (۵٩.٣) معادله�ی و ابتدا به را (۵٨.٣) معادله�ی اگر رسید. خواهیم

�رسیم م mn ،. . . ،m۱ ،m۰ مقادیر تعیین برای زیر قطری سه معادلات

۲ ۱

λ۱ ۲ β۱

. . . . . . . . .

λn−۱ ۲ βn−۱

۱ ۲





m۰

m۱

...

mn−۱

mn


=



d۰

d۱

...

dn−۱

dn


, (۶٠.٣)

و d۰ = ۳f [x۰, x۱] و �آیند م بدست (۵۶.٣) از dn−۱ ،. . . ،d۱ مقادیر آن در و است (n + ۱) × (n + ۱) بعد از که

است. معکوس�پذیر لذا و سطری قطر غالب اکیداً نیز دستگاه این که است واضح .dn = ۳f [xn−۱, xn]

�گیریم م نتیجه s′(a) = s′(b) شرط از �شود. م تعیین (۴٩.٣) شرایط کردن اضافه با نیز متناوب درونیاب اسپلاین

m۰ = mn,

داریم آنها از مشتق�گیری و آخر و اول بازه�ی در اسپلاین ضابطه�ی نوشتن با شد گفته قبل در آنچه همانند و

s′′(a) = ۲α۰,۲ = − ۲

h۰
(۲m۰ + m۱ − ۳f [x۰, x۱]) ,

s′′(b) = ۲αn−۱,۲ + ۶hn−۱αn−۱,۳ =
۲

hn−۱
(mn−۱ + ۲mn − ۳f [xn−۱, xn]) .

�رسیم م زیر معادله�ی به m۰ = mn از استفاده با و s′′(a) = s′′(b) شرط طبق

۲m۰ + β۰m۱ + λnmn−۱ = d۰, (۶١.٣)

آن در که

β۰ =
hn−۱

h۰ + hn−۱
, λn =

h۰

h۰ + hn−۱
, d۰ = ۳β۰f [x۰, x۱] + ۳λnf [xn−۱, xn].

ی و اصل بازه�ی انتهای به h۰ طول به [xn, xn+۱] مانند مجازی بازه ی اینکه فرض با اسپلاین، بودن متناوب به توجه با

خواهند هم�خوان (۵۶.٣) با تعاریف این کنیم، اضافه اصل بازه�ی ابتدای به hn−۱ طول به [x−۱, x۰] مانند مجازی بازه�ی

کردن اضافه به mnنیازی = m۰ اینکه به توجه (با کنیم اضافه (۵۵.٣) معادلات ابتدای به را (۶١.٣) معادله�ی اگر داشت.

�رسیم م زیر دستگاه به نیست)، (۵۵.٣) معادلات انتهای به ر دی معادله�ی ی

۲ β۰ λn

λ۱ ۲ β۱

. . . . . . . . .

λn−۲ ۲ βn−۲

λn−۱ ۲





m۰

m۱

...

mn−۲

mn−۱


=



d۰

d۱

...

dn−۲

dn−۱


, (۶٢.٣)
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،. . . ،m۰ مقادیر آن حل با است. معکوس�پذیر و سطری قطر غالب اکیداً اما نیست قطری سه ر دی اگرچه دستگاه این

.mn = m۰ �دهیم م قرار آخر در و �شوند م تعیین mn−۱

از ی هر تحت �کنند م درونیابی را (۳, ۲) و (۱,−۱) ،(۰, ۲) داده�های که عبی م اسپلاین�های �خواهیم م .١١.٣ مثال
نیاز انتها دو در تابع مشتقات روی ر دی شرط دو به که �کنیم م بررس را ارمیت اسپلاین ابتدا آوریم. بدست مرزی شرایط

توجه با .m۲ = ۱ و m۰ = −۲ بنابراین باشند. شده داده s′(۳) = ۱ و s′(۰) = −۲ با شرط دو این کنیم فرض دارد.

صورت به ۱ × ۱ دستگاه ی (۵٧.٣) دستگاه .d̂۱ = −۱۹
۶ و β۱ = ۱

۳ ،λ۱ = ۲
۳ داریم ،h۱ = ۲ ،h۰ = ۱ اینکه به

با �آیند. م بدست αk,j ضرایب m۲ و m۱ ،m۰ مقادیر به توجه با .m۱ = −۱۹
۱۲ �دهد م که بود خواهد ۲m۱ = −۱۹

۶

داریم اعشار رقم چهار تا آن�ها محاسبه�ی

s(x)
.
=

۲ − ۲x − ۳٫ ۴۱۶۷x۲ + ۲٫ ۴۱۶۷x۳, x ∈ [۰, ۱],

−۱ − ۱٫ ۵۸۳۳(x − ۱) + ۳٫ ۳۳۳۳(x − ۱)۲ − ۰٫ ۸۹۵۸(x − ۱)۳, x ∈ [۱, ۳].

ل ش به (۶٠.٣) معادلات دستگاه .d۲ = ۴٫ ۵ و d۱ = −۴٫ ۵ ،d۰ = −۹ �آوریم م بدست ، طبیع درونیاب اسپلاین در

است زیر
۲ ۱ ۰

۲
۳ ۲ ۱

۳

۰ ۱ ۲




m۰

m۱

m۲

 =


−۹

−۴٫ ۵

۴٫ ۵

 ,

با را αk,j ضرایب مقادیر، این کم به �شود. م [m۰, m۱, m۲] = [−۳٫ ۷۵, −۱٫ ۵, ۳] جواب به منجر آن حل که

�نویسیم م زیر صورت به را اسپلاین ضابطه�های و �کنیم م محاسبه (۵٣.٣) فرمول�های

s(x) =

۲ − ۳٫ ۷۵x + ۰٫ ۷۵x۳, x ∈ [۰, ۱],

−۱ − ۱٫ ۵(x − ۱) + ۲٫ ۲۵(x − ۱)۲ − ۰٫ ۳۷۵(x − ۱)۳, x ∈ [۱, ۳].

β۰ = ۲
۳ داریم تعریفاست. قابل نیز متناوب درونیاب اسپلاین پس ،f۰ = f۲ داریم مسئله این داده�های در اینکه به توجه با

است زیر صورت به مثال این برای (۶٢.٣) معادلات دستگاه پس .d۰ = −۹
۲ و λ۲ = ۱

۳ ۲و ۱

۲
۳ ۲

m۰

m۱

 =

−۴٫ ۵

−۴٫ ۵

 .

خواهیم n = ۲ برای (۶١.٣) طبق زیرا است. β۰ + λ۲ مجموع (۱ (درایه بالا ماتریس دوم ستون و اول سطر درایه�ی

.m۲ = m۰ و �آیند م بدست m۱ = −۱٫ ۸ و m۰ = −۱٫ ۳۵ دستگاه این حل با .۲m۰ + (β۰ + λ۲)m۱ = d۰ داشت

♢ �شود. م واگذار خواننده به است اسپلاین ضابطه�ی نوشتن شامل که محاسبات ادامه�ی
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تولید را گانه سه مرزی شرایط از ی هر با عبی م درونیاب اسپلاین که �نویسیم م مت�لب زبان به برنامه�ای اینجا در

�کند. م

1 function s = CubicSpline(char, x, f, t, f0, fn)

2 n = length(x); h = x(2:n)-x(1:n-1);

3 if n<3 error('length of x should be =>3'); end

4 lam = h(2:n-1)./(h(1:n-2)+h(2:n-1)); bet = 1-lam;

5 d = 3*lam.*(f(2:n-1)-f(1:n-2))./h(1:n-2)+ ...

6 3*bet.*(f(3:n)-f(2:n-1))./h(2:n-1);

7 switch (char)

8 case ('hermite')

9 A = diag(2*ones(1,n-2))+diag(lam(2:n-2),-1)+diag(bet(1:n-3),1);

10 d(1) = d(1)- lam(1)*f0;

11 if n>3 d(n-2)= d(n-2)-bet(n-2)*fn; end

12 m = A\d'; m = [f0;m;fn];

13 case ('natural')

14 lam = [lam 1]; bet = [1 bet];

15 A = diag(2*ones(1,n))+diag(lam,-1)+diag(bet,1);

16 d0 = 3*(f(2)-f(1))/h(1); dn = 3*(f(n)-f(n-1))/h(n-1);

17 d = [d0 d dn];

18 m = A\d';

19 case ('periodic')

20 bet0 = h(n-1)/(h(n-1)+h(1)); lamn = 1-bet0;

21 bet = [bet0 bet];

22 A = diag(2*ones(1,n-1))+diag(lam,-1)+diag(bet(1:n-2),1);

23 if n>2 A(1,n-1)=lamn; else A(1,2)=A(1,2)+lamn; end

24 d0 = 3*bet0*(f(2)-f(1))/h(1)+3*lamn*(f(n)-f(n-1))/h(n-1);

25 m = A\[d0 d]'; m = [m;m(1)];

26 end
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27 a0 = f(1:n-1);

28 a1 = m(1:n-1)';

29 a3 = (m(2:n)'+m(1:n-1)'-2*(f(2:n)-f(1:n-1))./h)./h.^2;

30 a2 = ((f(2:n)-f(1:n-1))./h-m(1:n-1)')./h-h.*a3;

31 s = [];

32 for k=1:n-1

33 ind = find( t>=x(k) & t<x(k+1));

34 tk = t(ind);

35 sk = a0(k)+a1(k)*(tk-x(k))+a2(k)*(tk-x(k)).^2+a3(k)*(tk-x(k)).^3;

36 s = [s sk];

37 end

38 s = [s f(n)];

'natural' ،'hermite' مقادیر از ی که �کند مشخصم را اسپلاین نوع charرشته�ی برنامه این ورودی�های در

(اسپلاین قبل برنامه�ی در که هستند هایی همان s و t ،f ،x متغیرهای �کند. م اختیار کاربر توسط را 'periodic' یا

به ارمیت اسپلاین برای فقط و دارند بر در را انتهایی نقطه�ی دو در مشتق مقادیر fn و f0 متغیرهای شدند. معرف ( خط

دارد. ورودی شش ارمیت اسپلاین و ورودی چهار متناوب و طبیع اسپلاین واقع در �شوند. م وارد ورودی عنوان

این بالا، برنامه�ی در است. قطری سه خط معادلات دستگاه�های حل نحوه�ی کنیم اشاره آن به باید که ری دی نکته�ی

عمل دستگاه) بودن مربع صورت (در محورگیری با گاوس حذف روش با که مت�لب �اسلش“ ”ب دستور با دستگاه�ها

هزینه�ی که قطری سه دستگاه�های مخصوص گاوس حذف از روش است بهتر باشد بزرگ n اگر اما کردیم. حل �کند، م

کنیم. استفاده است، O(n) آن محاسبات

بررس را [−۵, ۵] روی f(x) = ۱/(۱ + x۲) یعن رونگه تابع عبی م اسپلاین درونیاب�های مثال این در .١٢.٣ مثال
نقاط کنیم فرض هستند. واگرا تابع این برای هم�فاصله نقاط روی چندجمله�ای درونیاب�های که دیده�ایم قبلا �کنیم. م

یعن باشند، گرفته قرار بازه� در h = ۱ فاصله�ی با هم�فاصله صورت به درونیابی

xk = −۵ + k, k = ۰, ۱, . . . , ۱۰.

�شود. م محاسبه زیر صورت به برنامه� فراخوان با طبیع درونیاب اسپلاین
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1 g = @(x) 1./(1+x.^2);

2 x= -5:1:5; f = g(x); t=-5:0.01:5;

3 s = CubicSpline('natural', x, f, t);

4 plot(x,f,'bo',t,g(t),'-b',t,s,'--r')

5 err = norm(s-g(t),inf)

هستند. منطبق هم بر تقریباً نمودارها شده�اند. رسم ١٢.٣ ل ش در درونیابی نقاط همراه به آن درونیاب و تابع نمودارهای

درونیابی دقت h کردن تر کوچ با است. ۰٫ ۰۲۲۰ تقریباً است شده ذخیره err متغیر در که t بردار روی درونیابی خطای
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points

f (x)=1/(1+x2)

s(x), Natural

آن طبیع عبی م درونیاب اسپلاین و f(x) = ۱
۱+x۲ تابع نمودار :١٢.٣ ل ش

برنامه سوم سطر در 'periodic' با 'natural' زین جای با �توانید م را متناوب درونیاب اسپلاین �شود. م بهتر نیز

مقادیر کنیم فرض ابتدا �کنیم. م بررس را ارمیت اسپلاین اینجا در �شود. م واگذار شما به آن انجام کنید. محاسبه بالا،

سطر جای به ، اصل برنامه�ی فراخوان برای شده�اند. داده s′(۵) = −۱ و s′(−۵) = ۱ صورت به انتهایی نقاط در مشتق

�نویسیم م بالا برنامه سوم

1 s = CubicSpline('hermite', x, f, t, 1, -1);

تفاوت اصل تابع با انتها دو نزدی در که است، برنامه این اجرای حاصل ١٣.٣ نمودار �دهیم. نم تغییر را دستورات بقیه و

که همانگونه اما است. انتها و ابتدا نقاط در اسپلاین مشتقات برای نامناسب مقادیر انتخاب امر این علت دارد. زیادی

فاصله کناره�ها از قدری اگر و است زیاد انتها دو به نزدی بازه�های در فقط درونیاب و تابع اختلاف �بینیم م ل ش این در
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را دامنه کل موضع بدِ خصوصیت ی که است اسپلاین�ها مثبتِ ویژگ ی این داشت. خواهیم مناسبی تقریب یریم ب

ندارند. �ای ویژگ چنین معمولا سراسری تقریب�های �دهد. نم قرار تأثیر تحت
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points

f (x)=1/(1+x2)

s(x), Hermite

.s′(۵) = −۱ و s′(−۵) − ۱ فرض با آن ارمیت عبی م درونیاب اسپلاین و f(x) = ۱
۱+x۲ تابع نمودار :١٣.٣ ل ش

و ابتدا نقاط در رونگه تابع شیب با که کنیم، زین جای s′(۵) = ۰ و s′(−۵) = ۰ با را ارمیت مرزی شرایط اگر حال

هستند. منطبق هم بر تقریباً آن درونیاب و تابع نمودار آن در که �رسیم م ١۴.٣ ل ش نمودار به دارند، بیشتری تناسب انتها

با سوم سطر زین جای با که حالت این

1 s = CubicSpline('hermite', x, f, t, 0, 0);

♢ است. ۰٫ ۰۲۲۷ حدود در درونیابی خطای دارای است شده اجرا
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points

f(x)=1/(1+x2)

s(x), Hermite

.s′(−۵) = s′(۵) = ۰ فرض با آن ارمیت عبی م درونیاب اسپلاین و f(x) = ۱
۱+x۲ تابع نمودار :١۴.٣ ل ش

خاصیت از آن در که است پی در پی انتگرال�گیری روش عبی، م درونیاب اسپلاین�های تعیین برای ر دی مشابه روش

سپس �نویسیم. م qk := s′′(xk) مجهول مقادیر حسب بر آن برای فرمول و �کنیم م استفاده s′′ بودن خط قطعه�ای
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حل با qk مقادیر �کنیم. م تعیین را s مجدد انتگرال�گیری با و ��آوریم م بدست s′ برای فرمول انتگرال�گیری، بار ی با

ببینید. [٨] مرجع دوم فصل در �توانید م را روش این جزئیات �آیند. م بدست mk برای ما دستگاه�های مشابه دستگاه�هایی

دنبال به درونیاب درجه�ی افزایش با که چندجمله�ای درونیابی خلاف بر که کرده�اید توجه نکته این به حتماً اینجا به تا

اسپلاین در (مثلا است ثابت ابتدا از اسپلاین درجه�ی اسپلاین�ها با درونیابی در �شد)، نم حاصل گاه (که بودیم رایی هم

ملاحظه h کاهش با و بالا مت�لب برنامه اجرای با هستیم. رایی هم دنبال به h فاصله�ی کاهش با و است) سه عبی، م

مشتقات ه بل �افتد م تابع خود برای تنها نه اتفاق این که بدانید است جالب �یابد. م کاهش درونیابی خطای که کرد خواهید

را ( ارمیت مرزی شرایط با عبی م (اسپلاین خاص حالت ی تنها که زیر قضیه�ی بود. خواهند را هم f مشتقات به نیز s

را آن اثبات جزئیات �توانند م علاقه�مندان �کنیم. م مطرح اثبات بدون را قضیه این ما است. نکته همین بیانگر دارد، بر در

کنند. مشاهده [٨] مراجع در

قرار باشد. [a, b] از افراز ی X = {a = x۰ < x۱ < · · · < xn = b} و f ∈ C۴[a, b] کنیم فرض .٨.٣ قضیه
�دهیم م

h = max
۰6j6n−۱

|xj+۱ − xj|, η = min
۰6j6n−۱

|xj+۱ − xj|,

در ارمیت مرزی شرایط با را f تابع که s ∈ S۳
X عبی م اسپلاین برای آنگاه .h

η
6 L که باشد ثابت L �کنیم م فرض و

داریم �کند، م درونیابی ،۰ 6 k 6 n ،xk نقاط

∥f (j) − s(j)∥∞ 6 Lcjh
۴−j∥f (۴)∥∞, j = ۰, ۱, ۲, ۳, (۶٣.٣)

� .cj 6 ۲ آن در که

کوچ نسبتاً و متناه L اگر �دهد. م نشان را نواخت ی از نقاط توزیع انحرافِ میزان L > ۱ ثابت بالا قضیه در

نواخت ی بطور s درونیاب خود تنها نه �دهند، م نشان خطا کران�های این است. نواخت شبه-ی نقاط توزیع �گوییم م باشد

ی که s′′′ بخصوص رایند. هم f متناظر مشتقات به نواخت ی طور به نیز سه مرتبه تا آن مشتقات ه بل راست، هم f به

است. نواخت ی رای هم f ′′′ به نیز است ثابت قطعه�ای ناپیوسته تابع

منحن برازش ٨.٣

ه بل کند، عبور نقاط از تقریب منحن که نیست الزام آن در که است “ ”برازشمنحن روش تقریب، روش�های از ر دی ی

�کنیم. م بررس را چندجمله�ایها کم به منحن برازش بخش این در ذرد. ب آن�ها نزدی از کم فاصله�ی با است کاف

چندجمله�ای درجه�ی چندجمله�ای، منحن برازش در �کنیم. م مطرح تمرینات در هم را چندجمله�ای غیر خاص حالت چند

را ١۵.٣ ل ش باشد. نقاط برای مناسبی تقریب چندجمله�ای، که �آوریم م بدست طوری را آن ضرایب و است ثابت ابتدا از

زیادی نوسانات غالباً که �شود م بالا درجه�ی با چندجمله�ای ی به منجر درونیابی باشد، زیاد بسیار نقاط تعداد وقت ببینید.
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} ke  

( )p x  

kf  
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( )kp x  

منحن برازش از شمایی :١۵.٣ ل ش

مقادیر با X = {x۰, x۱, . . . , xn} نقاط قبل همانند کنیم فرض است. بهتری ایده�ی منحن برازش حالت این در دارد.

چندجمله�ای بنابراین هستیم. m 6 n برای Pm فضای در تقریب یافتن دنبال به شده�اند. داده fn ،. . . ،f۱ ،f۰ متناظر

صورت به را تقریب

pm(x) = a۰ + a۱x + · · · + amxm,

خطاهای که �آوریم م بدست طوری را aj ضرایب و �دهیم م بسط

ek := pm(xk) − fk, k = ۰, ۱, . . . , n,

اینکه برای و باشد خطا بردار e = [e۰, e۱, . . . , en] �کنیم م فرض کار این برای باشند. کوچ دارد ان ام که آنجا تا

یعن آن ۲ نرم که �افتد م اتفاق وقت حالت ساده�ترین �کنیم. م مینیمم را بردار این از نرم ی آوریم بدست را تقریب بهترین

�شود: م مطرح زیر صورت به مسئله� پس کنیم. مینیمم را ∥e∥۲ =
n∑

k=۰

e۲
k

که آورید بدست طوری را pm ∈ Pm چندجمله�ای از ،۰ 6 j 6 n ،aj ضرایب چندجمله�ای). منحن (برازش مسئله
خطای

E(a۰, a۱, . . . , am) := ∥e∥۲ =
n∑

k=۰

e۲
k, (۶۴.٣)

نیز مربعات“ کمترین ”تقریب آن به گاه �شود، م مینیمم خطا مربعات مجموع مسئله این در اینکه به توجه با شود. مینیمم

�گویند. م

آیا و دارد جواب مسئله این آیا یعن است؟ خوش�تعریف مسئله�ای چنین آیا که است این �آید م پیش که سؤال اولین

مینیمم را E تابع که �شود م یافت a = [a۰, a۱, . . . , am] ∈ Rm+۱ تای ی بردار آیا ر دی عبارت به تاست؟ ی آن جواب

برای روش فقط و �پردازیم نم آن به اینجا در که �شود م اثبات پیشرفته�تر دروس در و است مثبت سؤال این جواب کند؟

�دهیم. م ارائه a ضرایب بردار آوردن بدست
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حالت این در �کنیم. م بررس را m = ۱ خاص حالت ابتدا

E(a۰, a۱) =
n∑

k=۰

[(a۰ + a۱xk) − fk]
۲.

طبق است. R۲ روی مشتق�پذیر و �گون) (سهم دو درجه چندجمله�ای ی a۱ و a۰ متغیر دو به نسبت E که است واضح

که �دهند م رخ جایی E اکسترمم�های خوانده�اید، اه دانش حسابان دروس در آنچه

∂E

∂a۰
= ۰,

∂E

∂a۱
= ۰.

با که هسین، ماتریس اگر است سراسری مینیمم نقطه�ی ی اکسترمم، ی

H(a۰, a۱) :=

 ∂۲E
∂a۲

۰

∂۲E
∂a۰∂a۱

∂۲E
∂a۱∂a۰

∂۲E
∂a۲

۱


داریم مشتقات، دادن قرار صفر برابر و E از مشتق�گیری با باشد. مثبت معین (a۰, a۱) ∈ R۲ هر بازای �شود، م تعریف

∂E

∂a۰
=۲

n∑
k=۰

[(a۰ + a۱xk) − fk] = ۰,

∂E

∂a۱
=۲

n∑
k=۰

xk[(a۰ + a۱xk) − fk] = ۰

کرد: بازنویس زیر ل ش به را آن �توان م ماتریس صورت به که
n∑

k=۰

۱
n∑

k=۰

xk

n∑
k=۰

xk

n∑
k=۰

x۲
k


a۰

a۱

 =


n∑

k=۰

fk

n∑
k=۰

xkfk

 , یا Aa = b. (۶۵.٣)

کنیم فرض اگر کرد: تجزیه زیر صورت به را آن �توان م و است متقارن A ضرایب ماتریس

V =


۱ x۰

۱ x۱

... ...

۱ xn

 ∈ R(n+۱)×۲

دید �توان م روشن به آنگاه

A = V T V, b = V T f .
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از V بنابراین و هستند � خط مستقل Rn+۱ روی V ستون�های متمایزند، ها xk چون .f = [f۰, f۱, . . . , fn]T آن در که

ماتریس �کنیم م ثابت تاست، ی جواب دارای Aa = b دستگاه آیا که پرسش این به دادن پاسخ برای است. کامل رتبه�ی

داریم باشد. صفر غیر دلخواه بردار x ∈ R۲ کنیم فرض است. معکوس�پذیر لذا و است مثبت معین A

xT Ax = xT V T V x = (V x)T (V x) = ∥V x∥۲
۲ > ۰.

کامل رتبه�ی از V زیرا است واضح هم این که ،∥V x∥۲ ̸= ۰ دهیم نشان است کاف A بودن مثبت معین اثبات برای حال

مینیمم ی جواب این آیا اما تاست. ی جواب دارای (۶۵.٣) دستگاه کردیم ثابت پس .V x ̸= ۰ پس x ̸= ۰ چون و است

دهید نشان �توانید م مشتق�گیری با و سادگ به ماکزیمم؟ ی یا است

H(a۰, a۱) := ۲


n+۱∑
k=۰

۱
n+۱∑
k=۰

xk

n+۱∑
k=۰

xk

n+۱∑
k=۰

x۲
k


ی (۶۵.٣) دستگاه جواب پس است. مثبت معین دادیم نشان بالا در که است A ماتریس برابرِ) (دو از مثبت ضریب که

،(x۰, f۰) داده�های ( خط (برازش مربعات کمترین خط p۱(x) = a۰ + a۱x بنابراین است. R۲ روی سراسری مینیمم

�گویند. م نیز داده�ها این ”رگرسیون“ p۱ به گاه آمار دروس در است. (xn, fn) ،. . .

کنید تعیین را زیر جدول نقاط برای مربعات کمترین خط .١٣.٣ مثال

xk ۰ ۰٫ ۵ ۱ ۲ ۲٫ ۵ ۳٫ ۵

fk ۲ ۱ ۳ ۳٫ ۵ ۴٫ ۵ ۴

کنیم استفاده جواب نمودار رسم و محاسبه برای زیر دستورات از �توانیم م

1 x = [0 0.5 1 2 2.5 3.5]; f = [2 1 3 3.5 4.5 4];

2 A = [length(x) sum(x); sum(x) sum(x.^2)]; b = [sum(f);sum(f.*x)];

3 a = A\b;

4 t = -0.5:0.1:4; p = a(1)+a(2)*t;

5 plot(x,f,'bo', t,p,'-r')

است زیر صورت به حاصل نمودار

♢
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مربعات کمترین خط :١۶.٣ ل ش

�شود م تعریف زیر صورت به E : Rm+۱ → R تابع �گیریم. م نظر در را Pm در منحن برازش کل حالت اکنون

E(a۰, a۱, . . . , am) =
n∑

k=۰

[(a۰ + a۱xk + · · · + amxm
k ) − fk]

۲,

خود اکسترمم�های شد، گفته m = ۱ خاص حالت در آنچه همانند و است بعدی m + ۱ دوی درجه چندجمله�ای ی که

که �گیرد م جایی در را
∂E

∂aj

= ۰, j = ۰, ۱, . . . ,m.

�شوند م منجر زیر خط معادلات دستگاه به معادلات این

n∑
k=۰

۱
n∑

k=۰

xk · · ·
n∑

k=۰

xm
k

n∑
k=۰

xk

n∑
k=۰

x۲
k · · ·

n∑
k=۰

xm+۱
k

... ... ...
n∑

k=۰

xm
k

n∑
k=۰

xm+۱
k · · ·

n∑
k=۰

x۲m
k




a۰

a۱

...

am

 =



n∑
k=۰

fk

n∑
k=۰

xkfk

...
n∑

k=۰

xm
k fk


, یا Aa = b. (۶۶.٣)

ماتریس کم به قبل همانند �توان م را b راست سمت بردار و A ∈ R(m+۱)×(m+۱) متقارن ماتریس

V =


۱ x۰ x۲

۰ · · · xm
۰

۱ x۱ x۲
۱ · · · xm

۱

... ...

۱ xn x۲
n · · · xm

n

 ∈ R(n+۱)×(m+۱)

xk نقاط چون و است مستطیل واندرموند ماتریس ی V ماتریس کرد. تجزیه b = V T f و A = V T V صورت به

بنابراین کرد. اثبات را Rm+۱ روی A بودن مثبت معین �توان م قبل مانند است. کامل رتبه�ی از ماتریس این هستند، متمایز



منحن برازش ٨.٣ ١٠۶

مینیمم را E = ∥e∥۲ تابع آمده بدست جواب و �شود م تعیین (۶۶.٣) دستگاه حل با تا ی صورت به a ضرایب بردار

�کند. م

دو حاصل�ضرب A ماتریس اینکه به توجه با �گویند. م نرمال معادلات دستگاه را (۶۶.٣) معادلات دستگاه .٢.٣ ملاحظه
،V T V a = V T f مربع نرمال دستگاه استبجایحل بهتر �شود. م بدوضع افزایشmسریعاً با است، ماتریسواندرموند

باشند شده انتخاب طوری xk نقاط اگر اینکه ر دی نکته�ی کنیم. حل QR تجزیه�ی روش با را V a = f مستطیل دستگاه

دستگاه حل به نیازی صورت این در است. همان ماتریس I Aکه = V T V = I آنگاه باشند، امتعامد ی V ستون�های که

♡ نیست. ما دست نقاط انتخاب معمولا عمل در اما �آیند. م بدست صریح صورت به a ضرایب و نیست

این �شود. م استفاده منحن برازش چندجمله�ای آوردن بدست برای polyfit آماده�ی دستور از مت�لب نرم�افزار در

صورت به دستور

a = polyfit(x,f,m)

این کرد. استفاده polyval دستور از �توان م چندجمله�ای محاسبه�ی برای �گرداند. برم را aضرایب بردار و �شود م وارد

�کنیم. م امتحان زیر مثال در را دستورات

و محاسبه مت�لب در زیر صورت به کند برازش را ١٣.٣ مثال داده�های که دو درجه مربعات کمترین منحن .١۴.٣ مثال
ببینید): را ١٧.٣ ل (ش �شود م رسم آن نمودار

1 x = [0 0.5 1 2 2.5 3.5]; f = [2 1 3 3.5 4.5 4];

2 a = polyfit(x, f, 2);

3 t = -0.5:0.1:4;

4 p = polyval(a, t);

5 plot(x,f,'bo', t,p,'-r')

پرسش در شد. خواهد درونیاب چندجمله�ای همان مربعات، کمترین تقریب ،m = n دهیم قرار اگر polyfit دستور در

دستور سوم سطر بجای بالا برنامه�ی در اگر پس است. شده خواسته شما از ادعا این اثبات ٣٠

a = polyfit(x, f, 5);

♢ �رسیم. م ١٨.٣ ل ش به بنویسیم، را
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دو درجه مربعات کمترین منحن :١٧.٣ ل ش
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درونیاب) (چندجمله�ای پنج درجه مربعات کمترین منحن :١٨.٣ ل ش

چندمتغیره درونیابی ٩.٣

در �روند. م کار به متغیره ی تابع ی تقریب و درونیابی برای هم کردیم بررس فصل اینجای به تا که روش�هایی

کار ابتدای همین در باید که نکته�ای مهمترین کنیم. صحبت چندمتغیره حالت�های مورد در اندک �خواهیم م بخش این

ی مثال برای ندارد.“ تا ی جواب متمایز نقاط روی همواره چندمتغیره درونیابی ”مسئله�ی که است این کنیم اشاره آن به

حالت مشابه .(x, y) ∈ R۲ که �شود م تعیین {۱, x, y} پایه�ی با صفحه) ی معادله�ی (یعن R۲ در خط چندجمله�ای

صفحه�ی ی متمایز نقطه�ی سه از داریم انتظار پس است. پایه اعضای تعداد با برابر درونیابی برای نقاط تعداد بعدی، ی

از مورد این در بیشتر توضیح �گذرد. م آن�ها از صفحه بینهایت باشند واقع خط ی روی نقطه سه اگر اما ذرد، ب تا ی

خاص مسائل اینجا در کنند. مراجعه [۶] هفتم فصل به �توانند م علاقه�مند دانشجویان است. خارج درس این حوصله�ی

بعدی، دو حالت در مثال ی باشند. نداشته را بالا ل مش که �گیریم م نظر در را خاص نقاط توزیع خاصو دامنه�های روی

است. نقاط از منظم ه�ی شب ی با مستطیل روی درونیابی

شده�اند: افراز زیر بصورت [c, d] و [a, b] کنیم فرض .f ∈ C(R) کنیم فرض و R = [a, b] × [c, d] گیریم

a 6 x۰ < x۱ < · · · < xm 6 b

c 6 y۰ < y۱ < · · · < yn 6 d
. (۶٧.٣)



چندمتغیره درونیابی ٩.٣ ١٠٨

نقاط

(xi, yj), i = ۰, ۱, . . . , m, j = ۰, ۱, . . . , n (۶٨.٣)

شده ترسیم n = ۳ و m = ۴ برای نقاط از مستطیل ه شب ی زیر ل ش در �دهند. م یل تش را مستطیل ه شب ی

�کنیم م تعریف حال است.

 

 

 

 

 

                                
 

               
 

                                                                                           
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

y  

x  

مستطیل ی روی درونیابی نقاط :١٩.٣ ل ش

pm,n(x, y) :=
m∑
i=۰

n∑
j=۰

f(xi, yj)ℓ
x
i (x)ℓy

j (y) (۶٩.٣)

آن در که

ℓx
i (x) =

m∏
k=۰
k ̸=i

(x − xk)

xi − xk

, ℓy
j (y) =

n∏
k=۰
k ̸=j

(y − yk)

yi − yk

,

در را f(x, y) تابع pm,n(x, y) چندجمله�ای هستند. {yj}n
j=۰ و {xi}m

i=۰ نقاط بر مبتن لاگرانژ چندجمله�ایهای ترتیب به

m + n درجه�ی از تک�جمله�ایها تمام شامل اما است m + n درجه�ی از چندجمله�ای این �کند. م درونیابی (۶٨.٣) نقاط

ثابت اکنون �کند. م اثبات را نقاط از مستطیل ه شب ی روی درونیاب چندجمله�ای وجود شد گفته بالا در آنچه نیست.

کنیم فرض �شود. م نتیجه بعدی ی حالت در درونیاب تایی ی از مسئله این تایی ی است. تا ی درونیاب این �کنیم م

q(x, y) :=
m∑
i=۰

n∑
j=۰

cij xiyj

،k = ۰, ۱, . . . ,m هر برای باشد. (۶٨.٣) مستطیل ه شب روی f(x, y) تابع برای درونیاب چندجمله�ای ی

qk(y) := q(xk, y) =
n∑

j=۰

( m∑
i=۰

cij xi
k

)
yj =

n∑
j=۰

bkjy
j

قضیه طبق بنابراین �کند. م درونیابی را f(xk, yj), j = ۰, . . . , n مقادیر که است y از متغیره ی چندجمله�ای ی

دستگاه� حل از cij ضرایب ۰ 6 j 6 n هر برای اکنون �شوند. م تعیین تا ی بصورت bkj ضرایب متغیره، ی تایی ی
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معادلات
m∑
i=۰

cij xi
k = bkj, ۰ 6 k 6 m

است، واندرموند ماتریس ی
[
xk

i

]
یعن آنها متناظر ماتریس اینکه به توجه با بالا، دستگاه� n+۱ از ی هر �آیند. م بدست

داریم: را زیر قضیه رفته هم روی �شوند. م تعیین تا ی بصورت cij ضرایب مجموع در بنابراین هستند. تا ی جواب دارای

p(xi, yj) = درونیابی شرط (m+۱)(n+۱) در که دارد وجود pm,n ∈ Pm,n چندجمله�ای ی تنها و ی .٩.٣ قضیه
محور و x محور روی ترتیب به متمایز نقاط yj, j = ۰, . . . , n و xi, i = ۰, . . . , m آن در که �کند، م صدق f(xi, yj)

� هستند. y

�شود م زیر دوخط درونیاب چندجمله�ای به منجر که است m = n = ۱ حالت ،(۶٩.٣) از ساده ل ش ی

p۱,۱(x, y) =
(b − x)(d − y)

(b − a)(d − c)
f(a, c) +

(b − x)(y − c)

(b − a)(d − c)
f(a, d)

+
(x − a)(d − y)

(b − a)(d − c)
f(b, c) +

(x − a)(y − c)

(b − a)(d − c)
f(b, d).

(٧٠.٣)

از چندجمله�ای این �کند. م درونیابی
{
(a, c), (a, d), (b, c), (b, d)

}
نقاط در را f(x, y) تابع p۱,۱(x, y) چندجمله�ای

نیست. y۲ و x۲ جمله�های شامل اما است دو درجه�ی

آمده زیر قضیه در جزئیات �شود. م حاصل (٣.٣) خطای کران روی از مستطیل روی دوبعدی درونیابی خطای کران

است.

گیریم کنند. صدق (۶٧.٣) شرایط در {(xi, yj)} درونیابی نقاط و R = [a, b] × [c, d] کنیم فرض .١٠.٣ قضیه
داریم (x, y) ∈ R هر برای آنگاه باشند. پیوسته و موجود (x, y) ∈ R تمام برای ∂n+۱f/∂yn+۱ و ∂m+۱f/∂xm+۱

∣∣f(x, y) − pm,n(x, y)
∣∣ 6 |πx

m+۱(x)|
(m + ۱)!

max
a6ξ6b

∣∣∣∣∂m+۱f(ξ, y)

∂xm+۱

∣∣∣∣
+ λm(x)

|πy
n+۱(y)|

(n + ۱)!
max
c6η6d

∣∣∣∣∂n+۱f(x, η)

∂yn+۱

∣∣∣∣ , (٧١.٣)

همچنین و ،πy
n+۱(y) = (y−y۰)(y−y۱) · · · (y−yn) و πx

m+۱(x) = (x−x۰)(x−x۱) · · · (x−xm) آن در که

λm(x) =
m∑

j=۰

|ℓx
j (x)|

است. x متغیر با متناظر لب تابع

�نویسیم م زیر بصورت را درونیابش و f تابع اختلاف برهان.

f(x, y) − pm,n(x, y) =
[
f(x, y) −

m∑
i=۰

f(xi, y)ℓx
i (x)

]
+

m∑
i=۰

ℓx
i (x)

[
f(xi, y) −

n∑
j=۰

f(xi, yj)ℓ
y
j (y)

]
.



چندمتغیره درونیابی ٩.٣ ١١٠

�کنیم. م استفاده (٣.٣) متغیره ی درونیابی خطای کران از بار دو و �گیریم م کران بالا رابطه�ی از

�یابیم م را زیر جدول در fij = f(xi, yj) مقادیر بر مبتن بعدی دو درونیاب چندجمله�ای ابتدا .١۵.٣ مثال

x۰ = ۰ x۱ = ۱ x۲ = ۳

y۰ = ۰ ۱ ۲ −۱

y۱ = ۳ ۲ ۳ ۰

�کنیم م محاسبه y متغیر برای هم و x متغیر برای هم را لاگرانژ چندجمله�ایهای

ℓx
۰ (x) =

۱

۳
(x − ۱)(x − ۳), ℓx

۱(x) = −۱

۲
x(x − ۳), ℓx

۲(x) =
۱

۶
x(x − ۱),

ℓy
۰ (y) =

۱

۳
(۳ − y), ℓy

۱(y) =
۱

۳
y,

داریم (۶٩.٣) درونیابی فرمول طبق سپس

p۲,۱(x, y) = f۰۰ℓ
x
۰ (x)ℓy

۰ (y) + f۱۰ℓ
x
۱(x)ℓy

۰ (y) + f۲۰ℓ
x
۲(x)ℓy

۰ (y)

+ f۰۱ℓ
x
۰ (x)ℓy

۱(y) + f۱۱ℓ
x
۱(x)ℓy

۱(y) + f۲۱ℓ
x
۲(x)ℓy

۱(y)

=
۱

۳
y − ۵

۶
x۲ +

۱۱

۶
x + ۱.

است. y به نسبت ی درجه و x به نسبت دو درجه چندجمله�ای ی که

y = (−۲, ۰, ۱, ۳) xو = (۰, ۲, نقاط(۳ روی (m,n) = (۲, ۳) درونیابدرجه �خواهیم م ر، دی مثال ی بعنوان

ماتریس در جدول، بجای را آن�ها که مقادیری با

F =


۳ ۲ ۰

۱ ۱ ۴

۸ ۳ ۲

۴ ۵ ۱


�کنیم. م رسم هم را درونیاب چندجمله�ای نمودار و �نویسیم م متلب در برنامه�ای این�بار کنیم. محاسبه داده�ایم، قرار

1 x = [0 2 3]; y = [-2 0 1 3];

2 F = [3 2 0; 1 1 4; 8 3 2; 4 5 1];

3 m = length(x); n = length(y);

4 s = x(1)-0.5:0.1:x(end)+0.5; t = y(1)-0.5:0.1:y(end)+0.5;
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5 for k=1:m

6 L = 1;

7 for j=1:m

8 if j~=k L = L.*(s-x(j))/(x(k)-x(j)); end

9 end

10 Lx(k,:)=L;

11 end

12 for k=1:n

13 L = 1;

14 for j=1:n

15 if j~=k L = L.*(t-y(j))/(y(k)-y(j)); end

16 end

17 Ly(k,:)=L;

18 end

19 p = Ly'*F*Lx;

20 [S,T]=meshgrid(s,t);

21 mesh(S,T,p);

22 [X,Y]=meshgrid(x,y);

23 hold on

24 plot3(X(:),Y(:),F(:),'o')

هدف چون شده�اند. محاسبه مجزا طور به y و x متغیر به نسبت لاگرانژ چندجمله�ایهای حلقه� دو در بالا برنامه در

ابتدا از کنیم، محاسبه y = t و x = s برداری مقادیر بازای را p۲,۳(x, y) درونیاب چندجمله�ای که بوده این نهایی

که (۶٩.٣) معادله�ی در درونیاب چندجمله�ای کرده�ایم. محاسبه t بردار در را ℓy
k و s بردار در را ℓx

k لاگرانژ چندجمله�ایهای

و mesh ،meshgrid دستورات است. شده� محاسبه 19 سطر در ماتریس سه ضرب کم به هم است ما سی دو دارای

ل ش این است. شده حاصل ٢٠.٣ ل ش بالا برنامه اجرای با رفته�اند. کار به متغیره دو توابع نمودارهای رسم برای plot3

♢ �دهد. م نشان را درونیابی نقاط مقادیر همچنین و درونیاب چندجمله�ای نمودار

ناحیه��های روی درونیابی اما داد. تعمیم مستطیل عب م یا عب م روی بعدی حالتسه به �توان م را روشدرونیابی این

�پردازیم. نم آن�ها به اینجا در که است ر دی روش�های نیازمند و خاص �های پیچیدگ دارای ر دی
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درونیابی نقاط مقادیر و p۲,۳ بعدی دو درونیاب :٢٠.٣ ل ش

پرسش�ها ١٠.٣

درونیابی خطای کران شده�اند. واقع x محور روی h فاصله�ی با هم�فاصله صورت به x۲ و x۱ ،x۰ نقاط کنیم فرض .١

کنید. امتحان f(x) = ۱
۱+x

تابع برای را آن و آورید بدست را نقاط این روی f ∈ C۳[x۰, x۲] مفروض تابع

دهید نشان xn و . . . ،x۱ ،x۰ متمایز نقاط بر مبتن لاگرانژ چندجمله�ایهای برای .٢
n∑

k=۰

ℓk(x) = ۱.

کنید ثابت باشند. نقاط این بر مبتن لاگرانژ چندجمله�ایهای ℓj و متمایز نقاط xn و . . . ،x۱ ،x۰ کنید فرض .٣

ℓ′k(xk) =
n∑

i=۰
i̸=k

۱

xk − xi

.

یرید ب نظر در را واندرموند ماتریس .۴

Vn =


۱ x۰ x۲

۰ . . . xn
۰

۱ x۱ x۲
۱ . . . xn

۱

... ... ... ...

۱ xn x۲
n . . . xn

n

 .

دهید نشان

det(Vn) =
∏

۰6j<i6n

(xi − xj).
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π(x) = کنید فرض باشند. نقاط این بر مبتن لاگرانژ چندجمله�ایهای ℓj و متمایز نقاط xn و . . . ،x۱ ،x۰ گیریم .۵

دهید نشان .
n∏

j=۰

(x − xj)

ℓj(x) =
π(x)

(x − xj)π′(xj)
, x ̸= xj, j = ۰, ۱, . . . , n.

تابع ی یرید. ب نظر در را زیر درونیابی مسئله و باشند، متمایز حقیق نقاط xn و . . . ،x۱ ،x۰ گیریم .۶

pn(x) =
n∑

j=۰

cjejx

مقادیر برای تا ی انتخاب ی دهید نشان معلومند. داده�های ها fi که pn(xi) = fi که طوری به کنیم م انتخاب

دارد. وجود cn و . . . ،c۱ ،c۰

فرض نیز و باشند. xj , j = ۰, ۱, . . . , n نقاط بر مبتن لاگرانژ چندجمله�ایهای ℓj, j = ۰, ۱, . . . , n فرضکنید .٧

دهید نشان .ci = ℓi(۰) کنید

n∑
i=۰

cix
j
i =


۱, j = ۰,

۰, j = ۱, ۲, . . . , n,

(−۱)nx۰x۱ · · ·xn, j = n + ۱.

دهید نشان کند. درونیابی xn و ،. . . ،x۱ ،x۰ متمایز نقاط در را f تابع pn ام n درجه چندجمله�ای کنید فرض .٨

det



۱ x۰ x۲
۰ . . . xn

۰ f(x۰)

۱ x۱ x۲
۱ . . . xn

۱ f(x۱)
... ... ... ... ...

۱ xn x۲
n . . . xn

n f(xn)

۱ x x۲ . . . xn pn(x)


= ۰.

است؟ چند (۲, ۶) و (۱, ۳) ،(۰, ۱) ،(−۱, ۱) نقاط بر مبتن درونیاب چندجمله�ای درجه�ی .٩

.f [x۰, x۱, . . . , xn] = ۰ داریم n > k هر ازای به باشد، k درجه چندجمله�ای ی f اگر دهید نشان .١٠

دهید نشان باشد. ٣ درجه چندجمله�ای ی f کنید فرض .١١

f [x۰, x۱, x۲] =
۱

۲
f ′′
(

x۰ + x۱ + x۲

۳

)
,

متمایزند. نقاط x۲ و x۱ ،x۰ که
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کنیم م تعریف باشند. متمایز نقاط xn و . . . ،x۱ ،x۰ و مفروض تابع ی f(x) کنید فرض .١٢

g(x) = f [x۰, x۱, . . . , xn, x],

.g′(x) = f [x۰, x۱, . . . , xn, x, x] دهید نشان

دهید نشان xn و . . . ،x۱ ،x۰ متمایز نقاط روی شده تعریف f تابع برای .١٣

f [x۰, . . . , xn] =
n∑

j=۰

f(xj)

(
n∏

i=۰,i ̸=j

(xj − xi)

)−۱

.

کنید ثابت f(x) = ۱
x
کنید فرض .١۴

f [x۰, x۱, . . . , xn] = (−۱)n

n∏
j=۰

۱

xj

, xj ̸= ۰.

کنید ثابت .١۵

f [x۰, x۱, . . . , xn] =

det


۱ x۰ x۲

۰ . . . xn−۱
۰ f(x۰)

۱ x۱ x۲
۱ . . . xn−۱

۱ f(x۱)
... ... ... ... ...

۱ xn x۲
n . . . xn−۱

n f(xn)



det


۱ x۰ x۲

۰ . . . xn−۱
۰ xn

۰

۱ x۱ x۲
۱ . . . xn−۱

۱ xn
۱

... ... ... ... ...

۱ xn x۲
n . . . xn−۱

n xn
n


ه بطوری ξ ∈ [a, b] دارد وجود آنگاه xj ∈ [a, b] و ،m > ۰ ،f ∈ Cm[a, b] اگر دهید نشان .١۶

f [x۰, x۱, . . . , xm] =
۱

m!
f (m)(ξ).

کم به میانگین مقدار قضیه از تعمیم بالا رابطه بنابراین است. میانگین مقدار قضیه همان این m = ۱ برای

کنید. مقایسه را نیوتن و لاگرانژ درونیابی خطای جملات راهنمایی: است. نیوتن تفاضلات

مقایسه نیوتن روش با را آن و کنید محاسبه را درونیاب چندجمله�ای تولید برای نویل-ایتکن روش محاسبات هزینه�ی .١٧

کنید.
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ضرایب دارند، قرار h = xj − xj−۱ با هم�فاصله بصورت درونیابی نقطه n + ۱ نقاط که حالت در دهید نشان .١٨

�آیند م بدست زیر صورت به اه گرانی فرمول در تکیه�گاه

βj =
(−۱)n

hnn!
(−۱)j

(
n

j

)
, j = ۰, ۱, . . . , n.

بنویسید. دلخواه نقاط روی ایی گرانی درونیابی روش برای مت�لب برنامه�ی ی .١٩

بازگشت رابطه�ی cos(n + ۱)θ + cos(n − ۱)θ = ۲ cos θ cos nθ مثلثات اتحاد کم به .٢٠

Tn+۱(x) = ۲xTn(x) − Tn−۱(x), n = ۱, ۲, . . . , x ∈ [−۱, ۱],

کنید. اثبات را چبیشف چندجمله�ایهای برای

فرمول آن کم به و π′
n+۱(xj) =

n∏
k=۰,k ̸=j

(xj − xk) آنگاه πn+۱(x) =
n∏

k=۰

(x − xk) اگر دهید نشان الف: .٢١

آورید. بدست اه گرانی درونیابی در βj تکیه�گاه ضرایب برای جدیدی

نقاط و ١.٣ (تعریف باشند [−۱, ۱] روی Tn+۱ چبیشف چندجمله�ای ریشه�های درونیابی، نقاط فرضکنید ب:

این روی اه گرانی درونیابی در βj تکیه�گاه ضرایب کنید ثابت الف قسمت به توجه با ببینید). را (٣۴.٣)

صریح فرمول با نقاط

βj =
۲n

n + ۱
(−۱)j sin

(۲j + ۱)π

۲(n + ۱)
, j = ۰, ۱, . . . , n

بنویسید. هم را β∗
j ضرایب �آیند. م بدست

نقاط این روی را رونگه مثال تابع و بنویسید چبیشف نقاط روی اه گرانی روش برای مت�لب برنامه�ی ی ج:

کنید. تولید دوباره را فصل این ٨.٣ ل ش و کنید درونیابی n = ۱۰ بازای

کنید. تعیین را زیر جدول نقاط روی ارمیت درونیاب .٢٢

xk ۰ ۱ ۳

fk ۰ ۲ ۱

f ′
k ۱ ۰ ۰

کنید. اثبات را ارمیت) درونیابی خطای (کران ٧.٣ قضیه .٢٣

تابع که بیابید ای گونه به را c و b و a مقادیر .٢۴

s(x) =

x۳, x ∈ [۰, ۱],

۱
۲(x − ۱)۳ + a(x − ۱)۲ + b(x − ۱) + c, x ∈ [۱, ۳],
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هست؟ نیز طبیع عبی م اسپلاین ی تابع این آیا باشد. X = {۰, ۱, ۳} روی عبی م اسپلاین ی

روی s۲ چندجمله�ای است. حقیق پارامتر ی c که s۱(x) = ۱ + c(x + ۱)۳ و x ∈ [−۱, ۰] کنید فرض .٢۵

با [−۱, ۱] روی طبیع عبی م اسپلاین ی s(x) =

s۱(x), −۱ 6 x 6 ۰,

s۲(x), ۰ 6 x 6 ۱
که بیابید ونه�ای ب را [۰, ۱]

باشد. X = {−۱, ۰, ۱}

و s(۰) = ۰ باشیم داشته s(x) =

p(x), ۰ 6 x 6 ۱,

(۲ − x)۳, ۱ 6 x 6 ۲
برای که بیابید ونه�ای ب را p ∈ P۳ چندجمله�ای .٢۶

هست؟ نیز طبیع عبی م اسپلاین ی s آیا باشد. عبی م اسپلاین ی s

n = حالت�های در متناوب مرزی شرایط با [۰, ۱] روی عبی م درونیاب اسپلاین f(x) = sin(۲πx) تابع برای .٢٧

آورید. بدست را ۴, ۸

آورید. بدست را زیر جدول داده�های متناظر و [−۱, ۱] بازه�ی بر متناوب عبی م اسپلاین .٢٨

xk −۱ ۰ ۱

fk ۱ ۲ ۱

دهید نشان ،C۲[a, b] در s و f تابع دو برای الف: .٢٩∫ b

a

[f ′′(x)]۲dx −
∫ b

a

[s′′(x)]۲dx =

∫ b

a

[f ′′(x) − s′′(x)]۲dx + ۲

∫ b

a

s′′(x)[f ′′(x) − s′′(x)]dx.

دهید نشان باشد، X = {a = x۰ < x۱ < · · · < xn = b} روی f تابع درونیاب عبی م اسپلاین s اگر ∫ب: b

a

s′′(x)[f ′′(x) − s′′(x)]dx = s′′(b)[f ′(b) − s′(b)] − s′′(a)[f ′(a) − s′(a)].

صفر برابر بالا معادلعه�ی راست سمت متناوب یا ارمیت ، طبیع گانه سه مرزی شرایط از هری با دهید نشان

یرید ب نتیجه الف قسمت طبق و ∫است b

a

[s′′(x)]۲dx 6
∫ b

a

[f ′′(x)]۲dx.

با �کنند. م درونیابی s مشابه شرایط با را f تابع که است g ∈ C۲[a, b] همه�ی مجموعه�ی I کنید فرض ج:

داریم g ∈ I هر برای دهید نشان ب قسمت� نهایی نتیجه به ∫توجه b

a

[s′′(x)]۲dx 6
∫ b

a

[g′′(x)]۲dx.
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متناوب اعضای تمام بین در متناوباست، مرزی شرط که حالت (در ،I اعضای تمام بین در ر دی عبارت به

f انحنای فرمول راهنمایی: است. [a, b] بازه روی در انحنا کمترین دارای عبی م اسپلاین درونیاب تابع (I

از عبارتست x نقطه�ی در

κ(x) =
f ′′(x)(

۱ + [f ′(x)]۲
)۳/۲

,

مربع انتگرال با را کل انحنای ،f ′(x) رفتار از چشم�پوش با است. κ(x) مربع انتگرال برابر f کل انحنای و

بزنید. تخمین f ′′

دهیم قرار (xn, fn) ،. . . ،(x۱, f۱) ،(x۰, f۰) نقاط روی m درجه�ی منحن برازش مسئله�ی در اگر کنید ثابت .٣٠

بود. خواهد درونیاب چندجمله�ای همان چندجمله�ای تقریب آنگاه m = n

(xn, fn) ،. . . ،(x۱, f۱) ،(x۰, f۰) داده�های برای y = aebx نمایی فرم به منحن برازش ی دنبال به کنید فرض .٣١

روند همان اگر شود. مینیمم خطا دوم نرم که آوریم بدست طوری را b و a ضرایب باید صورت این در باشیم.

ری دی طریق به پرسش این در اما �رسیم. م خط غیر معادلات دستگاه ی به کنیم تکرار را چندجمله�ای برازش

کنید. حل و تبدیل ی درجه مربعات کمترین مسئله�ی ی به را مسئله این Y = ln y متغیر تغییر با و کنید عمل

بنویسید. را نمایی برازش محاسبه�ی برای مت�لب کد

آورید بدست را زیر جدول داده�های برای نمایی برازش .٣٢

xk ۰ ۱ ۲ ۳ ۴

fk ۱ ۳ ۶ ۱۴ ۲۰

داده�های برای y = ۱/(a + bx۲) وی ال با منحن برازش برای روش X = x۲ و Y = ۱/y متغیر تغییر با .٣٣

دهید. ارائه (xn, fn) ،. . . ،(x۱, f۱) ،(x۰, f۰)



۴ فصل

عددی مشتق�گیری

معادلاتدیفرانسیل عددی روش�هایحل مانند عددی روش�های از برخ طراح در لازم ابزارهای از ی عددی مشتق�گیری

مشتق�گیری از استفاده به مجبور را ما که دلایل از مورد چند فصل این دقیق مطالعه�ی برای شما کردن راض برای است.

این در است، ل مش آن از مشتق�گیری و پیچیده بسیار تابع ضابطه�ی گاه اینکه نخست �کنیم. م ذکر �کنند، م عددی

دست در تابع از بسته�ای فرم معمولا عمل در اینکه مهمتر و دوم کرد. محاسبه عددی صورت به را مشتق �توان م صورت

در است. ن غیرمم تحلیل مشتق�گیری صورت این در که است اختیار در نقطه متناه تعداد در آن از مقادیری تنها و نیست

فرمول�های از استفاده آن از تقریبی یافتن برای راه ی و نیست دست در صورتصریح به تابع ضابطه�ی دیفرانسیل معادلات

است. جبری معادله ی به دیفرانسیل معادله تبدیل و عددی مشتق�گیری

هستند زیر ل ش به معمولا عددی مشتق�گیری فرمول�های

f (ℓ)(xj) =
∑

k

λkf(xk) + E(f, h),

قرار xj همسای در نقاط این است. شده نوشته xk نقاط در تابع مقادیر حسب بر تابع ℓ-ام مرتبه�ی مشتق مقدار آن در که

است. عددی مشتق�گیری خطای En(f, h) باشد، نقاط این ال چ اندازه�گیری برای متری h کنیم فرض اگر و دارند

تیلر بسط کم به فرمول�ها استخراج ١.۴

تیلر بسط ی همسای آن در باشد، ،Cm+۱ تابع x۰ نقطه�ی از همسای ی در f اگر �کنیم، م یادآوری چیز هر از پیش

داریم h > ۰ ثابت برای دارد. وجود f برای x۰ حول m مرتبه

f(x۰ ± h) = f(x۰) ± hf ′(x۰) +
h۲

۲!
f ′′(x۰)+ · · · + (±۱)m hm

m!
f (m)(x۰)

+ (±۱)m+۱ hm+۱

(m + ۱)!
f (m+۱)(ξ),

١١٨



١١٩ عددی مشتق�گیری .۴ فصل

است. x۰ ± h و x۰ بین مجهول ξ آن در که

داریم h برای + علامت و m = ۱ فرض با

f(x۰ + h) = f(x۰) + hf ′(x۰) +
h۲

۲!
f ′′(ξ),

�دهد م نتیجه که

f ′(x۰) =
f(x۱) − f(x۰)

h
− h

۲!
f ′′(ξ) =: F ۱

h + E(f, h), ξ ∈ [x۰, x۱], (١.۴)

با خطا جمله�ی اینجا در .x۱ = x۰ + h آن در که

E(f, h) = − h

۲!
f ′′(ξ),

F ۱
h در ۱ اندیس بالا است. O(h) از فرمول این �دهد م نشان ،f ∈ C۲[x۰, x۱] فرض با که است شده داده نشان

قبل مقدار نصف هم خطا کنیم، نصف مثلا را h اگر نظری) دید (از فرمول این در است. فرمول مرتبه�ی نشان�دهنده�ی

برش با زیرا �گوییم م هم برش خطای E(f, h) به �شود. م قبل مقدار �سوم ی هم خطا کنیم �سوم ی را h اگر �شود، م

همین به �گوییم. م اول مرتبه مشتق برای پیشرو تفاضل فرمول (١.۴) فرمول به است. شده حاصل تیلر بسط جمله�های

آورد بدست زیر صورت به تیلر بسط کم به را پسرو تفاضل فرمول �توان م ترتیب

f ′(x۰) =
f(x۰) − f(x−۱)

h
+

h

۲!
f ′′(η) =: B۱

h + E(f, h), η ∈ [x−۱, x۰], (٢.۴)

�دهد. م نشان را �دهیم، م ارائه بعداً که فرمول و فرمول دو این از نمادین تصویری ١.۴ ل ش .x−۱ = x۰ − h آن در که

f(x۱) و f(x۰) مقادیر از قاطع خط شیب پیشرو، تفاضل تقریب و است x۰ نقطه�ی در مماس خط شیب f ′(x۰)  مقدار
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مرکزی و پسرو پیشرو، فرمول�های نمادین تصویر :١.۴ ل ش

شیب باشد، تر کوچ h هرچه است. f(x−۱) و f(x۰) مقادیر از قاطع خط شیب پسرو، تفاضل تقریب ه حالی در است،

حسب بر را هم به شیب�ها این کردن میل ,E(fسرعت h) خطای فرمول و است �تر نزدی هم به قاطع خطوط مماسو خط

�کند. م تعیین صفر به h کردن میل سرعت



تیلر بسط کم به فرمول�ها استخراج ١.۴ ١٢٠

محاسبه h مختلف مقادیر با (١.۴) پیشرو تفاضل فرمول کم به را صفر نقطه�ی در f(x) = ex تابع مشتق .١.۴ مثال
داریم ،h = ۰٫ ۱ کنیم فرض است. ۱ دقیق جواب �دانیم م �کنیم. م

f ′(۰) ≈ F ۱
۰٫۱ =

۱

۰٫ ۱
[e۰٫۱ − e۰]

.
= ۱٫ ۰۵۱۷

اگر است. ۰٫ ۰۵۱۷ حدود در تقریب این خطای بنابراین است. اعشار رقم چهار تا طرفین تساوی نشان�دهنده�ی .
= آن در که

داشت خواهیم زیر طبق بهتری تقریب کنیم نصف را h گام طول

f ′(۰) ≈ F ۱
۰٫۰۵ =

۱

۰٫ ۰۵
[e۰٫۰۵ − e۰]

.
= ۱٫ ۰۲۵۴.

نصف تقریباً هم خطا h شدن نصف با یعن است. اول خطای نصف تقریباً که است ۰٫ ۰۲۵۴ خطای دارای بالا تقریب

مت�لب در برنامه�ای است بهتر و است دهنده آزار دست صورت به محاسبات ادامه�ی است. O(h) معن این است. شده

دهد. انجام برایمان را کار این که بنویسیم

f = @(x) exp(x);

h(1)=0.1; K=10;

for k=1:K

F =(f(h(k))-f(0))/h(k);

err(k)=abs(F-f(0));

h(k+1)=h(k)/2;

end

loglog(h(1:end-1),err)

xlabel('h'); ylabel('Error');

اجرای حاصل آید. بدست بهتری تقریب تا �شود م نصف حلقه درون در بار هر و شروع ۰٫ ۱ مقدار با ابتدا h برنامه این در

است. ٢.۴ نمودار برنامه این

صورت به عمودی محور روی خطاها و افق محور روی h یعن است، شده ترسیم log-logمختصات در نمودار این

چیست؟) آن (علت �کند. م تعیین است)، ۱ اینجا در (که را خطا مرتبه�ی نمودار این شیب شده�اند. مقیاس اریتم ل

خواهیم تشریح دقیقاً را آن علت ادامه در �کند. نم میل صفر به خطا h کاهش با ، محاسبات خطاهای بخاطر عمل در

برابر را K متغیر بالا برنامه�ی در منظور همین برای کنیم. مشاهده عددی صورت به را پدیده این �خواهیم م اینجا در اما کرد.

حدود از تر کوچ h مقادیر برای که �بینیم م است. ٣.۴ ل ش حاصل، �کنیم. م اجرا دوباره را برنامه و �دهیم م قرار ۴۰



١٢١ عددی مشتق�گیری .۴ فصل
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اول مرتبه پیشرو فرمول در عددی مشتق�گیری خطای :٢.۴ ل ش
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اول مرتبه پیشرو فرمول در عددی مشتق�گیری در ناپایداری :٣.۴ ل ش

عددی روش�های در �شود. م تبدیل ل ش V نمودار ی به و �یابد م افزایش یابد، کاهش اینکه بجای خطا نمودار ،۱۰−۸

♢ باندیشیم. چاره�ای آن�ها رفع برای بایست و مواجهیم هستند، عددی ناپایداری نشان�دهنده�ی که نمودارها این با گاه

ناپایداری این شد گفته که همانگونه �دهیم. م توضیح را کوچ خیل های hبرای عددی ناپایداری بروز علت اینجا در

f(x۰) ،h مقادیر محاسبه�ی در هم محاسبات خطاهای پیشرو، تفاضل مشتق محاسبه�ی در است. گردکردن خطاهای دلیل به

محاسبه کردن) گرد (واحد u نسبی خطای با تابع مقادیر کنیم فرض �دهند. م رخ تقسیم و تفریق عمل در هم و f(x۱) و

یعن شوند،

f̂k = fl(fk) = fk(۱ + εk), |εk| 6 u, k = ۰, ۱,



تیلر بسط کم به فرمول�ها استخراج ١.۴ ١٢٢

نوشت زیر صورت به را F̂ ۱
h شده�ی محاسبه مقدار �توان م پس .fk = f(xk) کرده�ایم فرض آن در که

F̂ ۱
h = fl

(
fl(f̂۱ − f̂۰)

fl(h)

)

=

(
f۱(۱ + ε۱) − f۰(۱ + ε۰)

)
(۱ + ε۲)

h/(۱ + ε۴)
(۱ + ε۳)

=
f۱(۱ + θ۴) − f۰(۱ + θ′۴)

h

= F ۱
h +

f۱θ۴ − f۰θ
′
۴

h
,

سطر مخرج در .|θ′۴| 6 γ۴ و |θ۴| 6 γ۴ = ۴u/(۱ − ۴u) رو این از و k = ۰, ۱, ۲, ۳, ۴ برای |εk| 6 u آن در که

نوشت �توان م حال کرده�اید. اثبات را آن ٢ فصل ۵ پرسش در که کرده�ایم استفاده fl(h) = h/(۱ + ε۴) رابطه�ی از دوم

|F̂ ۱
h − F ۱

h | 6 ۲γ۴

h
max

x∈[x۰,x۱]
|f(x)| =

۲γ۴M۰

h
,

محاسبه مقدار و f ′(x۰) دقیق مقدار بین اختلاف ،E(f, h) = −h
۲f ′′(ξ) اینکه به توجه با .M۰ = max

[x۰,x۱]
|f(x)| که

�آید م بدست زیر صورت به F̂ ۱
h شده�ی

|f ′(x۰) − F̂ ۱
h | 6 |f ′(x۰) − F ۱

h | + |F ۱
h − F̂ ۱

h | 6 hM۲

۲
+

۲M۰γ۴

h
=: e(h)

h کاهش با است برش خطای کران که اول جمله�ی است. جمله دو شامل e(h) خطای .M۲ = max
[x۰,x۱]

|f ′′(x)| آن در که

در که است این سؤال �یابد. م افزایش h کاهش با �شود، م ناش محاسبات خطای از که دوم جمله�ی اما �یابد، م کاهش

در آن مینیمم داد نشان �توان م e از مشتق�گیری با �کند. م اختیار را خود مینیمم e گام طول چه

h = h∗ = ۲

√
γ۴M۰

M۲

آن از کمتر مقادیر برای و نزول e تابع بهینه، مقدار از بیشتر مقادیر برای �گوییم. م بهینه گام طول h∗ به �دهد. م رخ

.γ۴ ≈ ۴× ۱۰−۱۶ بنابراین شده�اند، انجام u ≈ ۱۰−۱۶ با یعن برابر دو دقت در محاسبات ،١.۴ مثال در است. صعودی

از است عبارت بهینه گام طول بنابراین است. ۱ برابر تقریباً M۲ و M۰ مقدار صفر نزدی �های همسای برای همچنین

h∗ ≈ ۲
√

۴ × ۱۰−۱۶ = ۴ × ۱۰−۸

�کنند. م تصدیق را آن نیز ٣.۴ ل ش در عددی نتایج که

باید بنابراین آورد. بدست اول مرتبه پیشرو فرمول با ۱۰−۸ از بهتر خطایی �توان نم دوبرابر دقت با ،٣.۴ ل ش طبق

بدست زیر صورت به که است مرکزی تفاضل فرمول فرمول�ها، این از ی بود. بالاتر مرتبه با فرمول�های ساختن دنبال به



١٢٣ عددی مشتق�گیری .۴ فصل

یرید ب نظر در را زیر تیلر بسط�های و f ∈ C۳[x۰ − h, x۰ + h] فرض �آید. م

f(x۰ + h) = f(x۰) + hf ′(x۰) +
h۲

۲
f ′′(x۰) +

h۳

۳!
f ′′′(ξ), ξ ∈ [x۰, x۰ + h],

f(x۰ − h) = f(x۰) − hf ′(x۰) +
h۲

۲
f ′′(x۰) −

h۳

۳!
f ′′′(η), η ∈ [x۰, x۰ + h].

�رسیم م زیر فرمول به ۲h بر کردن تقسیم و بالا معادله�ی دو کردن کم با

f ′(x۰) =
f(x۰ + h) − f(x۰ − h)

۲h
+ E(f, h), (٣.۴)

است زیر صورت به E(f, h) آن در که

E(f, h) = −h۲

۶

f ′′′(ξ) + f ′′′(η)

۲
= −h۲

۶
f ′′′(ζ), ζ ∈ [x۰ − h, x۰ + h].

تفاضل فرمول بنابراین کنید!). (اثبات است برقرار میان مقدار قضیه�ی از استفاده و f ′′′ پیوستگ خاطر به دوم تساوی

قاطع خط شیب فرمول این �دهیم. م نشان Ch با را مرکزی تفاضل فرمول است. h۲ مرتبه�ی از ،f همواری شرط به مرکزی

قاطع خط شیب �بینید م ل ش این در که همانطور است. شده داده نشان ١.۴ ل ش در که است f(x−۱) و f(x۱) مقادیر

تفاضل فرمول با و نوشته را فرمول این مت�لب برنامه�ی اگر �دهد. م ارائه مماس خط شیب برای بهتری تقریب مرکزی،

که �کنیم م مشاهده کرده�ایم. نصف بار K=10 را h آن در که �آید م بدست ۴.۴ ل ش خطای نمودار کنیم، مقایسه پیشرو

که �آید م بدست ۵.۴ ل ش ،K=40 دهیم قرار اگر خطاست. مرتبه�ی همان که است دو مرکزی فرمول خطای نمودار شیب

فرمول برای بهینه گام طول مقدار �برند. م رنج کوچ خیل های h در عددی ناپایداری از فرمول دو هر �دهد م نشان

عددی نتایج با و آورید بدست را مرکزی تفاضل فرمول برای بهینه گام طول تمرین عنوان به هم شما آوردیم، بدست را پیشرو

دوبرابر دقت در ۱۰−۱۲ حدود از بهتر خطایی مرکزی فرمول با ل، ش این طبق ببینید). را ١ (پرسش کنید مقایسه ۵.۴ ل ش

نیست. حصول قابل

فرمول بخواهیم اگر مثلا آورد. بدست بالاتر درجه از تیلر بسط�های نوشتن با �توان م را بالاتر مراتب با فرمول�های

ی مقادیر این از ی هر برای باید کند، استفاده f(x۰ + ۲h) و f(x۰ + h) ،f(x۰) مقادیر از که بنویسیم f ′(x۰) برای

زیر فرمول دهیم، انجام را کار این اگر برسیم. f ′(x۰) برای فرمول به آن�ها کردن زیاد و کم با و بنویسیم x۰ حول تیلر بسط

�شود م حاصل

f ′(x۰) =
−۳f(x۰) + ۴f(x۱) − f(x۲)

۲h
+

h۲

۳
f ′′′(ξ), ξ ∈ [x۰, x۰ + ۲h], (۴.۴)

است. نقطه�ای سه پیشروی تفاضل فرمولِ ی این .x۲ = x۰ + ۲h و x۱ = x۰ + h آن در که



تیلر بسط کم به فرمول�ها استخراج ١.۴ ١٢۴
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مرکزی تفاضل و پیشرو تفاضل فرمول�های با عددی مشتق�گیری :۴.۴ ل ش
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مرکزی تفاضل و پیشرو تفاضل فرمول�های با عددی مشتق�گیری در ناپایداری :۵.۴ ل ش

ریچاردسون برونیابی

باشد. مشتق�پذیر x۰ همسای در کاف اندازه�ی به f فرضکنیم آورد. بدست نیز ری دی صورت به �توان م را (۴.۴) فرمول

است زیر صورت به پیشرو تفاضل فرمول بنویسیم، تیلر بسط از بیشتری جملات اگر

f ′(x۰) =
f(x۰ + h) − f(x۰)

h︸ ︷︷ ︸
F ۱

h

+α۱h + α۲h
۲ + α۳h

۳ + · · · , (۵.۴)

و دیده�ایم قبلا که همانگونه نوشته�ایم. خطا برای مجانبی بسط ی بالا فرمول در .αk = − hk

(k+۱)!
f (k+۱)(x۰) آن در که

کنیم زین جای را ۲h مقدار h بجای (۵.۴) در اگر است. O(h) از پیشرو فرمول است، مشخص هم بالا مجانبی بسط در



١٢۵ عددی مشتق�گیری .۴ فصل

�رسیم م زیر فرمول به

f ′(x۰) =
f(x۰ + ۲h) − f(x۰)

۲h︸ ︷︷ ︸
F ۱

۲h

+۲α۱h + ۴α۲h
۲ + ۸α۳h

۳ + · · · , (۶.۴)

خطا مجانبی بسط در را h ضریب بالا فرمول دو بین �توان م دقیق�تر فرمول آوردن بدست برای است. O(h) از هنوز که

�دهد م نتیجه که کنیم، کم (۵.۴) معادله�ی برابر ۲ از را (۶.۴) معادله�ی است کاف کرد. حذف

f ′(x۰) =
−۳f(x۰) + ۴f(x۰ + h) − f(x۰ + ۲h)

۲h︸ ︷︷ ︸
F ۲

h=۲F ۱
h−F ۱

۲h

−۲α۲h
۲ − ۶α۳h

۳ − · · · ,

باز دقیق�تر فرمول�های آوردن بدست برای را روش این �توان م است. O(h۲) از ،F ۲
h یعن جدید، فرمول �دهد م نشان که

صفر، در ex تابع مشتق محاسبه�ی برای که دیدیم ١.۴ مثال در �گویند. م ریچاردسون روشبرونیابی این به داد. ادامه هم

کم به جدید تقریب هستند. ۰٫ ۰۲۵۴ خطای دارای F ۱
۰٫۰۵ = ۱٫ ۰۲۵۴ و ۰٫ ۰۵۱۷ خطای دارای F ۱

۰٫۱ = ۱٫ ۰۵۱۷

�شود م محاسبه زیر صورت به ریچاردسون فرمول

F ۲
۰٫۰۵ = ۲F ۱

۰٫۰۵ − F ۱
۰٫۱ = ۰٫ ۹۹۹۱,

است. ۰٫ ۰۰۰۹ خطای دارای که

دوم مرتبه پسروی فرمول که است شده خواسته شما از ٢ پرسش در

f ′(x۰) =
۳f(x۰) − ۴f(x−۱) + f(x−۲)

۲h
+ O(h۲), (٧.۴)

فرمول استخراج ،٣ پرسش در همچنین آورید. بدست (٢.۴) اول مرتبه پسرو فرمول و ریچاردسون برونیابی کم به را

مرکزی

f ′(x۰) =
−f(x۲) + ۸f(x۱) − ۸f(x−۱) + f(x−۲)

۱۲h
+ O(h۴) (٨.۴)

است. شده خواسته (٣.۴) مرکزی فرمول و ریچاردسون برونیابی کم به

است. آمده ؟؟ جدول در ی هر خطای جمله�ای همراه به اول مرتبه مشتق برای مشتق�گیری فرمول�های از برخ لیست

(... شود اضافه (بعداً

بالاتر مراتب مشتقات

مرکزی تفاضل فرمول ی مثال برای �آیند. م بدست مشابه طریق به نیز بالاتر مراتب مشتقات برای تفاضل فرمول�های

را زیر تیلر بسط�های ابتدا �آید. م بدست f(x۰ − h) و f(x۰ + h) ،f(x۰) مقادیر حسب بر زیر صورت به f ′′(x۰) برای



درونیاب چندجمله�ای کم به فرمول�ها استخراج ٢.۴ ١٢۶

�نویسیم م

f(x۰ + h) = f(x۰) + hf ′(x۰) +
h۲

۲
f ′′(x۰) +

h۳

۳!
f ′′′(x۰) +

h۴

۴!
f (۴)(ξ), ξ ∈ [x۰, x۰ + h],

f(x۰ − h) = f(x۰) − hf ′(x۰) +
h۲

۲
f ′′(x۰) −

h۳

۳!
f ′′′(x۰) +

h۴

۴!
f (۴)(η), η ∈ [x۰, x۰ + h].

�رسیم م زیر مرکزی تفاضل فرمول به کنیم تقسیم h۲ بر و کم آن از را ۲f(x۰) و کنیم جمع هم با را بالا معادله�ی دو اگر

f ′′(x۰) =
f(x۰ − h) − ۲f(x۰) + f(x۰ + h)

h۲
− h۲

۱۲
f (۴)(ζ)

= D۲
h + E(f, h), ζ ∈ [x۰ − h, x۰ + h].

اول مرتبه مشتق f ′′ اینکه به توجه با است. هم روی اول مرتبه ر عمل دو اعمال دوم، مرتبه مشتق تقریبِ برای ر دی راه ی

نوشت �توان م است، f ′

f ′′(x۰) ≈ F ۱
h [F ۱

h f(x۰)] = F ۱
h [

f(x۱) − f(x۰)

h
]

=
۱

h
[F ۱

h f(x۱) − F ۱
h f(x۰)] =

f(x۲) − f(x۱)

h۲
− f(x۱) − f(x۰)

h۲

=
f(x۲) − ۲f(x۱) + f(x۰)

h۲

(... شود اضافه (بعداً است. آمده ؟؟ جدول در دوم مشتق برای مشتق�گیری فرمول�های از لیست

درونیاب چندجمله�ای کم به فرمول�ها استخراج ٢.۴

حسن است. چندجمله�ای درونیابی فرمول از استفاده عددی، مشتق�گیری فرمول�های آوردن بدست روش�های از ر دی ی

تابع �توان م که دیدیم ٣ فصل در آورد. بدست نیز هم�فاصله غیر نقاط روی فرمول�هایی �توان م که است این در روش این

زد، تقریب متمایز نقطه�ی n + ۱ روی pn تای ی درونیاب با را f

f(x) = pn(x) + Rn(f, x).

نوشت و کرد استفاده نیز تابع مشتق تقریب برای فرمول این از �توان م

f ′(x) = p′n(x) + R′
n(f, x).

است. مشتق�گیری خطای نیز En(f, x) = R′
n(f, x) و بود خواهد f ′(x) برای تقریبی p′n(x) صورت این در



١٢٧ عددی مشتق�گیری .۴ فصل

زیر صورت به f مفروض تابع درونیاب نیوتن فرم باشند. حقیق خط روی متمایز نقاط xn ،. . . ،x۱ ،x۰ کنیم فرض

�شود م نوشته

pn(x) = f(x۰) + (x − x۰)f [x۰, x۱] + (x − x۰)(x − x۱)f [x۰, x۱, x۲]+

· · · + (x − x۰) · · · (x − xn−۱)f [x۰, . . . , xn].

از است عبارت هم درونیابی خطای و

Rn(f, x) = (x − x۰)(x − x۱) · · · (x − xn)f [x۰, . . . , xn, x].

داریم x۰ در آن محاسبه�ی و pn از مشتق�گیری با

p′n(x۰) = f [x۰, x۱] + (x۰ − x۱)f [x۰, x۱, x۲]+

· · · + (x۰ − x۱)(x۰ − x۲) · · · (x۰ − xn−۱)f [x۰, . . . , xn].
(٩.۴)

داریم x۰ در آن محاسبه�ی و خطا جمله�ی از مشتق�گیری با همچنین

E(f) = R′
n(f, x۰) = (x۰ − x۱)(x۰ − x۲) · · · (x۰ − xn)f [x۰, . . . , xn, x۰]. (١٠.۴)

�آیند. م بدست مرکزی و پسرو پیشرو، فرمول�های درونیابی، نقاط برای مناسب ترتیب انتخاب با

پیشرو فرمول�های

f ′(x۰) تقریب برای پیشرو تفاضل فرمول�های (٩.۴) آنگاه باشد، شده مرتب x۰ < x۱ < · · · < xn صورت به نقاط اگر

داریم x۱ − x۰ = h اینکه فرض با ،n = ۱ برای یعن ، خط درونیابی در مثال برای �دهد. م ارائه

f ′(x۰) ≈ p′۱(x۰) = f [x۰, x۱] =
f(x۱) − f(x۰)

h
,

E(f) = (x۰ − x۱)f [x۰, x۱, x۰] = −h
f ′′(ξ)

۲
,

اینکه فرض با خطا جمله�ی آوردیم. بدست تیلر بسط کم به قبل بخش در که است (١.۴) پیشرو تفاضل فرمول همان که

است. آمده بدست تعمیم�یافته میانگین مقدار قضیه برای ٣ فصل ١۶ پرسش به توجه با و f ∈ C۲[x۰, x۱]

فرض منظور این برای آورد. خواهیم بدست نقطه�ای سه پیشرو فرمول ی یریم، ب نظر در را دو درجه درونیابی اگر

داریم بنابراین .x۲ − x۱ = h۱ و x۱ − x۰ = h۰ �کنیم م

f ′(x۰) ≈ p′۲(x۰) = f [x۰, x۱] + (x۰ − x۱)f [x۰, x۱, x۲]

=
f(x۱) − f(x۰)

h۰
− h۰

[
f(x۲) − f(x۱)

]
/h۱ −

[
f(x۱) − f(x۰)

]
/h۰

h۰ + h۱

=
−(۲h۰ + h۱)f(x۰) + (h۰ + h۱)(۱ + h۰

h۱
)f(x۱) − h۲

۰

h۱
f(x۲)

h۰(h۰ + h۱)
.
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تفاضل فرمول از تعمیم بالا فرمول بنابراین �رسیم. م (۴.۴) فرمول به ،h۰ = h۱ = h باشیم داشته بالا فرمول در اگر

داریم فرمول این خطای تخمین برای است. هم�فاصله غیر نقاط برای نقطه�ای سه پیشروی

E(f) = (x۰ − x۱)(x۰ − x۲)f [x۰, x۱, x۲, x۰] = h۰(h۰ + h۱)
f ′′′(ξ)

۳!
, (١١.۴)

است. هم�فاصله غیر نقاط برای (۴.۴) فرمول خطای از تعمیم هم این که

�شوند. م منجر پیچیده�تری معادلات به حتماً که �شوند م نتیجه بالاتر درجه درونیاب�های از بالاتر مرتبه فرمول�های

جدول کم به و باشیم داشته خاطر به را (٩.۴) فرمول است بهتر است، ل مش فرمول�ها این برکردن از اینکه به توجه با

بزنیم. تقریب را مشتق نیوتن تقسیم�شده�ی تفاضلات

بدست صفر نقطه�ی در آن مشتق از تقریبی ۰٫ ۵ و ۰٫ ۲ ،۰ نقاط در f(x) = sin x تابع مقادیر کم به .٢.۴ مثال
انجام اعشار رقم چهار تا را محاسبات اینجا در �کنیم. م استفاده نیوتن تفاضلات جدول از منظور این برای �آوریم. م

�دهیم. م

x۰ = ۰ f [x۰] = ۰

x۱ = ۰٫ ۲ f [x۱]
.
= ۰٫ ۱۹۸۷ f [x۰, x۱]

.
= ۰٫ ۹۹۳۵

x۲ = ۰٫ ۵ f [x۲]
.
= ۰٫ ۴۷۹۴ f [x۱, x۲]

.
= ۰٫ ۹۳۵۷ f [x۰, x۱, x۲]

.
= −۰٫ ۱۱۵۶

داریم (٩.۴) فرمول طبق

f ′(۰) ≈ f [x۰, x۱] + (x۰ − x۱)f [x۰, x۱, x۲]
.
= ۰٫ ۹۹۳۵ + ۰٫ ۲ × ۰٫ ۱۱۵۶

.
= ۱٫ ۰۱۶۶.

تقریب خطای کران مقایسه، برای است. ۰٫ خطای۰۱۶۶ دارای عددی مقدار بنابراین است. cos ۰ = ۱ مشتق واقع مقدار

�کنیم، م محاسبه (١١.۴) طبق هم را

|E(f)| 6 ۱

۶
h۰(h۰ + h۱) max

t∈[۰,۰٫۵]
| cos(t)| =

۰٫ ۲(۰٫ ۲ + ۰٫ ۳)

۶
=

۱

۶۰
= ۰٫ ۰۱۶۷,

♢ دارد. هم�خوان عددی خطای با که

(روش ∆m متناه تفاضلات جدول کم به �توان م را هم�فاصله نقاط روی پیشرو فرمول�های که است ذکر به لازم

خواسته شما از آن انجام ۵ پرسش در آورد. بدست نیز (١٧.٣) درونیابی فرمول از مشتق�گیری و هم�فاصله) نقاط روی نیوتن

است. شده

پسرو فرمول�های

�آیند. م بدست (٩.۴) فرمول در xn < xn−۱ < · · · x۱ < x۰ ترتیبِ رعایت با ،f ′(x۰) تقریب برای پسرو فرمول�های
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داریم x۱ − x۰ = −h اینکه فرض با و n = ۱ بازای مثلا

f ′(x۰) = f [x۰, x۱] + (x۰ − x۱)f [x۰, x۱, x۰]

=
f(x۰) − f(x۱)

h
+ h

f ′′(ξ)

۲!

آن�ها اندیس ترتیب با xj نقاط ترتیب اینکه برای معمولا است. خطا جمله�ی همراه به (٢.۴) پسرو تفاضل فرمول همان که

فرمول نمادگذاری این با �شود. م استفاده x−n ،. . . ،x−۱ نمادهای از ترتیب به xn ،. . . ،x۱ بجای باشد، داشته هم�خوان

صورت به بالا

f ′(x۰) =
f(x۰) − f(x−۱)

h
+ h

f ′′(ξ)

۲!
,

�شود. م نوشته

شما از را مورد ی ۴ پرسش آورید. بدست مشابه طور به �توانید م را ناهم�فاصله) نقاط (روی بالاتر مرتبه فرمول�های

است. خواسته

از مشتق�گیری با �توان م نیز را هم�فاصله نقاط روی پسرو فرمول�های شد، گفته پیشرو فرمول�های مورد در آنچه همانند

پیشرو تفاضلات جدول همان واقع در که ،∇m پسرو تفاضلات جدول از استفاده و (١٨.٣) پسرو متناه تفاضل فرمول

ببینید. را ۶ پرسش آورد. بدست است،

مرکزی فرمول�های

کنید فرض مثلا کنیم. ایجاد تغییرات نقاط ترتیب در است کاف درونیابی، روش با مرکزی فرمول�های آوردن بدست برای

(٩.۴) فرمول طبق �کنیم. م استفاده x۲ بجای x−۱ نماد از اینجا در همچنین .x۲ = x۰ − h و x۱ = x۰ + h و n = ۲

داریم x۰ − x−۱ = h و x۱ − x۰ = h اینکه به توجه با و

f ′(x۰) ≈ p′۲(x۰) = f [x۰, x۱] + (x۰ − x۱)f [x۰, x۱, x−۱]

=
f(x۱) − f(x۰)

h
− h

f(x−۱)−f(x۱)
−۲h

− f(x۱)−f(x۰)
h

−h

=
f(x۱) − f(x−۱)

۲h
,

طبق ،f ∈ C۳[x−۱, x۱] فرض با خطا جمله�ی تعیین برای آورده�ایم. بدست را آن هم قبلا که است مرکزی فرمول همان که

داریم (١٠.۴)

E(f) = (x۰ − x۱)(x۰ − x−۱)f [x۰, x۱, x−۱, x۰] = −h۲ f ′′′(ξ)

۶
, ξ ∈ [x−۱, x۱].

مرتبه فرمول�های ببینید. را ٧ پرسش داد. تعمیم نیستند، هم�فاصله نقطه سه این که حالت به �توان م سادگ به را بالا فرمول�

کنید. توجه زیر مثال به �آیند. م بدست ترتیب همین به هم بالاتر



جزئ مشتقات ٣.۴ ١٣٠

�آوریم. م بدست زیر جدول مقادیر کم به f ′(۱) از مرکزی تقریبی .٣.۴ مثال

xk ۰٫ ۲۵ ۰٫ ۷۵ ۱ ۱٫ ۵ ۲

f(xk) ۱ ۰٫ ۵ ۰ ۰٫ ۲۵ −۰٫ ۲۵

نماد از اختصار رعایت برای جدول این در �دهیم. م یل تش زیر صورت به را شده تقسیم تفاضلات جدول منظور این برای

�کنیم. م استفاده f [xi, xj, . . . , xk] بجای fij...k

x۴ = ۰٫ ۲۵ f۴ = ۱

x۳ = ۰٫ ۷۵ f۳ = ۰٫ ۵ f۴۳ = −۱

x۰ = ۱ f۰ = ۰ f۳۰ = −۲ f۴۳۰
.
= −۱٫ ۳۳۳۳

x۱ = ۱٫ ۵ f۱ = ۰٫ ۲۵ f۰۱ = ۰٫ ۵ f۳۰۱
.
= −۳٫ ۳۳۳۳ f۴۳۰۱

.
= −۱٫ ۸۶۶۷

x۲ = ۲ f۲ = −۰٫ ۲۵ f۱۲ = −۱ f۰۱۲ = −۱٫ ۵ f۳۰۱۲
.
= ۱٫ ۴۶۶۷ f۴۳۰۱۲

.
= ۱٫ ۹۰۴۸

�شود م نوشته زیر صورت به f ′(۱) تقریب ،(٩.۴) فرمول طبق

f ′(۱) ≈ f۰۱ + (x۰ − x۱)f۰۱۲ + (x۰ − x۱)(x۰ − x۲)(x۰ − x۳)f۰۱۲۳

+ (x۰ − x۱)(x۰ − x۲)(x۰ − x۳)(x۰ − x۴)f۰۱۲۳۴

.
= ۲٫ ۱۶۱۹

خاصیت از که کنید توجه مشخصشده�اند. زیر خط با جدول در �شوند، م استفاده تقریب این در که تقسیم�شده تفاضلات

♢ .f۰۱۲۳۴ = f۴۳۰۱۲ یا f۰۱۲۳ = f۳۰۱۲ مثلا کرده�ایم. استفاده هم تقسیم�شده تفاضلات بودن متقارن

جزئ مشتقات ٣.۴

ی حالت در یعن ، حقیق خط روی مشتق�گیری برای شدند، داده توضیح قبل بخش�های در که مشتق�گیری فرمول�های

فرمول�ها این کنیم. طراح f جزئ مشتقات برای فرمول�هایی باید باشد، چندمتغیره f تابع اگر �شوند. م استفاده بعدی،

�شوند. م ساخته متغیره ی فرمول�های روی از

f(x, y) �کنیم م فرض است. سرراست بالاتر ابعاد به آن تعمیم که �دهیم م توضیح را متغیره دو حالتِ اینجا در

برای پیشرو تفاضل فرمول�های صورت این در باشد. (x۰, y۰) ∈ R۲ نقطه�ی در متغیرش دو هر به نسبت مشتق�پذیر تابع

�شوند م نوشته زیر صورت به خطا جملات همراه به اول مرتبه جزئ مشتقات
∂f

∂x
(x۰, y۰) =

f(x۰ + h, y۰) − f(x۰, y۰)

h
− h

۲

∂۲f

∂x۲
(ξ, y۰), ξ ∈ [x۰, x۰ + h],

∂f

∂y
(x۰, y۰) =

f(x۰, y۰ + k) − f(x۰, y۰)

k
− h

۲

∂۲f

∂y۲
(x۰, η), η ∈ [y۰, y۰ + k].



١٣١ عددی مشتق�گیری .۴ فصل

مشابه طور به و �کند م ایجاد تغییرات x متغیر روی فقط h نمو ،x به نسبت جزئ مشتق در �کنید، م مشاهده که همانطور

مرکزی تفاضل و پسرو تفاضل فرمول�های ببینید. را ۶.۴ ل ش است. y متغیر روی تغییرات ،y به نسبت جزئ مشتق در

 

0 0( , )x y  

0 0( , )x h y-  

0 0( , )x y k-  

0 0( , )x h y+  

0 0( , )x y k+  

y و x محورهای جهت در عددی مشتق�گیری :۶.۴ ل ش

(٨.۴) فرمول کم به دوم مرتبه مشتق برای مرکزی تفاضل فرمول �آیند. م بدست مشابه طور به اول مرتبه مشتقات برای

�آیند م بدست زیر صورت به

∂۲f

∂x۲
(x۰, y۰) =

f(x۰ − h, y۰) − ۲f(x۰, y۰) + f(x۰ + h, y۰)

h۲
− h۲

۱۲

∂۴f

∂x۴
(ξ, y۰), ξ ∈ [x۰ − h, x۰ + h],

∂۲f

∂y۲
(x۰, y۰) =

f(x۰, y۰ − k) − ۲f(x۰, y۰) + f(x۰, y۰ + k)

k۲
− k۲

۱۲

∂۴f

∂y۴
(x۰, η), η ∈ [x۰ − h, x۰ + h].

بنابراین �شوند. م تعیین معمول مشتقات به توجه با هم و �شود نم اضافه جدیدی نکته�ی جزئ مشتقات مورد در پس

�پردازیم. نم آن به این از بیش

پرسش�ها ۴.۴

آورید. بدست را دوم مرتبه مشتق و اول مرتبه مشتق در مرکزی تفاضل فرمول بهینه�ی گام طول .١

(٧.۴) دوم مرتبه پسروی فرمول ،(٢.۴) اول مرتبه پسروی تفاضل فرمول از استفاده و ریچاردسون برونیابی روش با .٢

آورید. بدست را

بدست را (٨.۴) چهارم مرتبه فرمول ،(٣.۴) دوم مرتبه مرکزی فرمول از استفاده و ریچاردسون برونیابی روش با .٣

آورید.

نقاط روی درونیابی کم به هم�فاصله غیر نقاط روی f ′(x۰) تقریب برای نقطه�ای سه پسرو مشتق�گیری فرمول ی .۴

تابع روی لازم همواری شرایط اعمال با را آن خطای و آورید بدست x−۲ = x−۱ − h۲ و x−۱ = x۰ − h۱ ،x۰

کنید. تعیین f



پرسش�ها ۴.۴ ١٣٢

ارائه هم�فاصله نقاط روی پیشرو مشتق�گیری فرمول�های تولید برای روش ،(١٧.٣) درونیابی فرمول از مشتق�گیری با .۵

آورید. بدست را فرمول هر خطای کران و دهید

ارائه هم�فاصله نقاط روی پسرو مشتق�گیری فرمول�های تولید برای روش ،(١٨.٣) درونیابی فرمول از مشتق�گیری با .۶

آورید. بدست را فرمول هر خطای کران و دهید

تقریب برای مرکزی فرمول درونیابی، کم به .h۰, h۱ > ۰ که ،x−۱ = x۰ − h۱ و x۱ = x۰ + h۰ کنید فرض .٧

آورید. بدست f ′(x۰)

طول برای مشتق�گیری فرمول�های خطای تفریق، عمل در بامعنا ارقام حذف خطای علت به که دیدیم ١.۴ بخش در .٨

فرمول آیا که است این شود مطرح است ن مم که سؤال �یابد. م افزایش بهینه، گام طول از تر کوچ گام�های

تقریب برای نوع این از فرمول ی پرسش این در باشیم؟ نداشته تقریق عمل آن در که دارد وجود مشتق�گیری�ای

فرض �کند. م استفاده h حقیق گام طول بجای ih مختلط گام طول از فرمول این �دهیم. م ارائه اول مرتبه مشتق

و x ∈ R برای باشد. مقدار حقیق ، حقیق محور روی آن تحدید و مختلط صفحه در تحلیل تابع f کنید

طرف دو هر در موهوم قسمت گرفتن نظر در با و بنویسید x حول را f(x+ih) بسط تیلر فرمول کم به h ∈ R

کنید ثابت

f ′(x) =
Im(f(x + ih))

h
+ O(h۲),

این کم به مشتق محاسبه برای مت�لب برنامه ی است. z مختلط عدد موهوم قسمت بیانگر Im(z) آن در که

فرمول این برای آیا کنید. رسم را لازم نمودارهای و آورید بدست تقریبی صورت به را خطا مرتبه و بنویسید فرمول

چرا؟ �شود؟ م ظاهر خطا در ل ش V نمودار

روی عددی مشتق�گیری فرمول�های از معمولا بعدی، دو دیفرانسیل معادلات حل برای متناه تفاضلات روش در .٩

تقریب�های از باید مرز ِ نزدی نقاط برای باشد، ل ش منحن مرز دارای ناحیه اگر �شود. م استفاده منظم ه�ی شب ی

P = (xp, yp) نقطه�ی در مشتقات تقریب� ببینید. را زیر ل ش کنیم. استفاده هم�فاصله غیر نقاط برای شده ساخته
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١٣٣ عددی مشتق�گیری .۴ فصل

و ۰ < α 6 ۱ که yd − yp = βh و yp − ys = h ،xp − xb = αh ،xe − xp = h کنید فرض است. مدنظر

.۰ < β 6 ۱

کنید. استفاده ٧ پرسش از راهنمایی: آورید. بدست ∂f
∂y

(P ) و ∂f
∂x

(P ) برای مرکزی تقریب�های الف:

آورید. بدست ∂۲f
∂y۲ (P ) و ∂۲f

∂x۲ (P ) برای مرکزی تقریب�های ب:



۵ فصل

عددی انتگرال�گیری

خواهیم ارائه عددی انتگرال�گیری برای روش�هایی فصل این در و شد مطرح عددی مشتق�گیری در مباحث پیش، فصل در

به عددی انتگرال�گیری باشد، ل مش اولیه تابع محاسبه�ی یا باشد نداشته وجود اولیه تابع انتگرال، تحت تابع برای اگر داد.

دست در یا محاسبه قابل نقطه متناه تعداد در آن از مقادیری تنها و ندارد بسته� فرم انتگرالده نیز گاه آمد. خواهد کار

عددی انتگرال�گیری �های تکنی �کنیم. م استفاده انتگرال تقریب برای عددی انتگرال�گیری از نیز صورت این در که است،

دارند. فراوان کاربرد انتگرال معادلات و دیفرانسیل معادلات عددی حل در خصوص به

است زیر ل ش به غالباً ،f انتگرال�پذیر تابع برای انتگرال�گیری فرمول ∫ی b

a

f(x)dx =
n∑

k=۰

ωkf(xk) + En(f), (١.۵)

انتگرال�گیری وزن�های ωk ضرایب کنند. اختیار نیز را ±∞ �توانند م که هستند انتگرال�گیری کران�های b و a آن در که

انتگرال�گیری گره�های که xk نقاط در باید f که است روشن است. انتگرال�گیری خطای کران En(f) و �شوند م نامیده

فرمول�هایی است. شده نوشته گره�ها در تابع مقادیر حسب بر انتگرال فرمول این در باشد. تعریف قابل �شوند، م نامیده

بدست (١.۵) ل ش به فرمول�هایی معمولا فصل این در �کنند. م استفاده نیز تابع مشتقات مقادیر از که دارند وجود هم

کرد. خواهیم صحبت مشتقات بر مبتن فرمول�های مورد در هم مختصری اما �آوریم، م

آن�ها به فصل این در که هستند گاوس فرمول�های و نیوتن-کاتس فرمول�های انتگرال�گیری، فرمول�های مهم دسته�ی دو

�پردازیم. م

نیوتن-کاتس فرمول�های ١.۵

سپس و ساده ساختار با تابع ی با f تابع تقریب انتگرال�گیری، فرمول�های آوردن بدست برای سرراست روش ی

به را [a, b] متناه بازه�ی در xn ،. . . ،x۱ ،x۰ نقاط روی درونیاب چندجمله�ای اگر است. تقریب تابع از انتگرال�گیری

١٣۴



١٣۵ عددی انتگرال�گیری .۵ فصل

داریم یریم، ب نظر در f تقریب عنوان

f(x) =
n∑

k=۰

ℓk(x)f(xk) + Rn(f, x),

صورت به ٣ فصل در که هستند لاگرانژ چندجمله�ایهای ℓk آن در که

ℓk(x) =
n∏

i=۰
i ̸=k

x − xi

xk − xi

,

داریم کنیم، انتگرال�گیری بالا تقریب طرفین از اگر شدند. ∫معرف b

a

f(x)dx =
n∑

k=۰

∫ b

a

ℓk(x)dx f(xk) +

∫ b

a

Rn(f, x)dx.

و هستند درونیابی نقاط همان انتگرال�گیری گره�های که �بینیم م (١.۵) با رابطه این مقایسه�ی با

ωk =

∫ b

a

ℓk(x)dx, k = ۰, ۱, . . . , n. (٢.۵)

یعن است، [a, b] روی درونیابی خطای انتگرال نیز انتگرال�گیری خطای

En(f) =

∫ b

a

Rn(f, x)dx.

نیوتن- فرمول�های به امروزه علت همین به و یافتند توسعه کاتس و نیوتن توسط هجدهم قرن اوایل در فرمول�هایی چنین

چندجمله�ای کم به دیدیم بالا در که همانطور زیرا �گویند، م هم ”درونیاب-فرمول“ آن�ها به گاه مشهورند. کاتس

فرمول�های در �شوند. �م تقسیم باز فرمول�های و بسته فرمول�های دسته�ی دو به گاه فرمول�ها این �آیند. م بدست درونیاب

در هم انتگرال�گیری نقاط باز فرمول�های در که حال در هستند، انتگرال�گیری نقاط جزء هم b و a انتهایی نقطه�ی دو بسته

استفاده انتگرال�گیری فرمول�های همه�ی برای ه بل نیوتن-کاتس، فرمول�های برای تنها نه دسته�بندی این دارند. قرار (a, b)

فرمول�های برخ بعد بخش�های در و �آوریم، م بدست را نیوتن-کاتس فرمول�های از نوع بخشچند این ادامه�ی در �شود. م

�کنیم. م بررس هم را ر دی

ذوزنقه�ای فرمول

درونیابخط چندجمله�ای با را ،f انتگرال، تحت تابع است. نظر مد [x۰, x۱] متناه بازه�ی روی انتگرال�گیری فرضکنیم

داریم �زنیم. م تقریب x۱ و x۰ نقاط روی (n = ۱ )∫ x۱

x۰

f(x)dx =

∫ x۱

x۰

p۱(x)dx +

∫ x۱

x۰

R۱(x, f)dx,



نیوتن-کاتس فرمول�های ١.۵ ١٣۶

داریم fk = f(xk) دادن قرار با و f ∈ C۲[x۰, x۱] برای آن در که

p۱(x) = f۰ + (x − x۰)f [x۰, x۱], R۱(f, x) = (x − x۰)(x − x۱)
f ′′(ξ(x)

)
۲!

, ξ(x) ∈ [x۰, x۱].

شده نوشته لاگرانژ فرم در خطا ول کرده�ایم استفاده لاگرانژ درونیابی جای به نیوتن درونیابی فرم از سادگ برای اینجا در

داریم h = x۱ − x۰ اینکه فرض با است. ساده�ای کار p۱ انتگرال محاسبه�ی ∫است. x۱

x۰

p۱(x)dx =

∫ x۱

x۰

(
f۰ + (x − x۰)f [x۰, x۱]

)
dx =

h

۲

[
f۰ + f۱

]
,

انتگرال باید خطا محاسبه�ی برای ببینید. را ١.۵ ل ش است. h عرض و f۱ و f۰ ارتفاع�های با ذوزنقه�ای مساحت که
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ذوزنقه�ای روش با انتگرال�گیری :١.۵ ل ش

E(f) =
۱

۲

∫ x۱

x۰

(x − x۰)(x − x۱)f
′′(ξ(x)

)
dx

٣ فصل در ٣.٣ ل (ش است منف همواره (x − x۰)(x − x۱) تابع و است پیوسته f ′′ اینکه به توجه با کنیم. محاسبه را

ببینید) را ١ (پرسش ه بطوری ξ۰ ∈ [x۰, x۱] دارد وجود ببینید)، را

E(f) =
۱

۲
f ′′(ξ۰)

∫ x۱

x۰

(x − x۰)(x − x۱)dx =
−h۳

۱۲
f ′′(ξ۰).

است زیر صورت به خطا جمله�ی همراه به ذوزنقه�ای فرمول پس است. h طول به بازه�ای روی انتگرال�گیری خطای ∫این x۱

x۰

f(x)dx =
h

۲

[
f۰ + f۱

]
− h۳

۱۲
f ′′(ξ۰), ξ۰ ∈ [x۰, x۱]. (٣.۵)

هستند. انتگرال�گیری نقاط جزء انتگرال کران�های زیرا است، بسته نوع از فرمول این که است روشن

f ∈ P۱ هر برای یعن ، خط توابع برای ذوزنقه�ای فرمول است، خودشی با خط تابع ی درونیاب اینکه به توجه با

نوشت �توان م خلاصه طور به است. دقیق

E(f) = ۰, ∀ f ∈ P۱.

است f ′′ شامل که هم خطا جمله�ی است. ی چندجمله�ای“ دقت ”درجه دارای ذوزنقه�ای فرمول �گوییم م صورت این در

داریم را زیر تعریف کل طور به است. امر این مؤید



١٣٧ عددی انتگرال�گیری .۵ فصل

داشته f ∈ Pm هر بازای اگر است، m چندجمله�ای دقت درجه دارای (١.۵) انتگرال�گیری فرمول گوییم .١.۵ تعریف
.En(f) = ۰ باشیم

آورد. خواهیم بدست بالاتر دقت درجه با فرمول�هایی بعد بخش�های در

سیمسن فرمول

روی سیمسن فرمول اینجا در �شود. م زده تقریب (n = ۲ ) دو درجه درونیاب چندجمله�ای با f تابع سیمسن، فرمول در

فرض ببینید. را ٢.۵ ل ش �آوریم. م بدست را x۱ = (x۰ +x۲)/۲مرکزی نقطه�ی با ۲h طول به [x۰, x۲] دلخواه زیربازه�ی
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سیمسن روش با انتگرال�گیری :٢.۵ ل ش

و �دهیم م نشان p۲(x) با را {x۰, x۱, x۲} نقاط روی f تابع درونیابِ باشند. f۲ و f۱ ،f۰ نقاط این در تابع مقادیر کنیم

داریم

p۲(x) = f۰ + (x − x۰)f [x۰, x۱] + (x − x۰)(x − x۱)f [x۰, x۱, x۲],

R۲(f, x) = (x − x۰)(x − x۱)(x − x۲)f [x۰, x۱, x۲, x].

محاسبات قدری با �آیند. م بدست [x۰, x۲] R۲روی از انتگرال�گیری با خطا فرمول و p۲ از انتگرال�گیری با سیمسن فرمول

∫داریم x۲

x۰

p۲(x)dx =
h

۳

[
f۰ + ۴f۱ + f۲

]
.

چندجمله�ایهای برای حت فرمول این داد نشان �توان م خوشبختانه اما است، دو دقت درجه از سیمسن فرمول استکه واضح

گیریم �گذرد. م x۲ و x۱ ،x۰ نقاط مقادیرِ از که باشد سه درجه چندجمله�ای ی p۳ کنیم فرض است. دقیق نیز سه درجه

داریم نیوتن درونیابی طبق باشد. بالا نقطه�ی سه از غیر به [x۰, x۲] بازه�ی در ری دی نقطه�ای x∗

p۳(x) = p۲(x) + (x − x۰)(x − x۱)(x − x۲)f [x۰, x۱, x۲, x
∗].



نیوتن-کاتس فرمول�های ١.۵ ١٣٨

داریم بالا معادله�ی طرفین از انتگرال�گیری ∫با x۲

x۰

p۳(x)dx =

∫ x۲

x۰

p۲(x)dx + f [x۰, x۱, x۲, x
∗]

∫ x۲

x۰

(x − x۰)(x − x۱)(x − x۲)dx.

داریم بنابراین ببینید. هم را ٣.۵ ل ش .
∫ x۲

x۰

(x − x۰)(x − x۱)(x − x۲)dx = ۰ داد نشان �توان م سادگ ∫به x۲

x۰

p۳(x)dx =

∫ x۲

x۰

p۲(x)dx.

است. دقیق نیز p۳ انتگرال برای است، دقیق p۲ انتگرال برای سیمسن فرمول که آنجا از
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(x − x۰)(x − x۱)(x − x۲) تابع نمودار :٣.۵ ل ش

(x−x۰)(x−x۱)(x−x۲) تابع زیرا نیست ذوزنقه�ای فرمولِ آسان R۲به از انتگرال�گیری با خطا فرمول آوردن بدست

فرض �کنیم. م عمل ری دی صورت به اینجا در اما کرد. استفاده ١ پرسش نتیجه�ی از �توان نم و �دهد م علامت تغییر

برای f (۴)(ξ) عبارت شامل خطا جمله�ی است، سه سیمسن فرمول دقت درجه اینکه به توجه با .f ∈ C۴[x۰, x۲] کنیم

ل ش به باید و است ξ ∈ [x۰, x۲]

E(f) = c × f (۴)(ξ)

�کنیم. م تعیین f بجای ساده تابع ی ذاریِ جای با را c ضریب است. f از مستقل و ثابت ضریب ی c آن در که باشد

نوشت �توان م ،f (۴)(x) = ۴! که آنجا از است. f(x) = x۴ انتخاب ∫بهترین x۰+۲h

x۰

x۴dx =
h

۳
[x۴

۰ + ۴(x۰ + h)۴ + (x۰ + ۲h)۴] + c۴!,

داریم بنابراین �آید. م بدست x۰ از مستقل −h۵/۹۰ مقدار با c ضریب محاسبات، قدری با و

E(f) = −h۵

۹۰
f (۴)(ξ), ξ ∈ [x۰, x۲].

h = x۲ − x۱ = x۱ − x۰ فرض با و [x۰, x۲] بازه�ی روی انتگرال�گیری برای خطا جمله�ی همراه به سیمسن فرمول پس

است زیر صورت ∫به x۲

x۰

f(x)dx =
h

۳

[
f۰ + ۴f۱ + f۲

]
− h۵

۹۰
f (۴)(ξ), ξ ∈ [x۰, x۲], (۴.۵)

است. بسته فرمول�های نوع از هم فرمول این است. شده نوشته f ∈ C۴[x۰, x۲] فرض با خطا جمله�ی آن در که
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میان نقطه فرمول

اگر است. نظر مد [x۰, x۱] متناه بازه�ی روی f انتگرال تقریب کنیم فرض �کنیم. م معرف باز فرمول ی بخش این در

داریم یریم، ب نظر در [x۰, x۱] روی f از تقریبی عنوان به را x∗
۰ = (x۰ + x۱)/۲ مرکزی نقطه�ی در صفر درجه درونیاب

و p۰(x) = f(x∗
۰ )∫ x۱

x۰

f(x)dx =

∫ x۱

x۰

p۰(x)dx + E(f) = hf(x∗
۰ ) + E(f).

۴.۵ ل ش است. f(x∗
۰ ) طول و h = x۱ − x۰ عرض به مستطیل مساحت که �گوییم م میان نقطه� فرمول فرمول، این به

است. صفر حداقل آن دقت درجه است، شده حاصل صفر درجه درونیاب روی از فرمول این اینکه به توجه با ببینید. هم را
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میان نقطه روش با انتگرال�گیری :۴.۵ ل ش

داریم آنگاه f(x) = x دهیم قرار اگر زیرا است. دقیق نیز خط چندجمله�ای�های برای فرمول این ∫اما x۱

x۰

x dx =
۱

۲
(x۲

۱ − x۲
۰ ) =

۱

۲
(x۱ + x۰)(x۱ − x۰) = hx∗

۰ = hf(x∗
۰ ).

در x∗
۰ از غیر ری دی نقطه�ی x̂ کنیم فرض است. دو دقت درجه دارای فرمول این که داد نشان �توان م هم ری دی طریق به

داریم نیوتن درونیابی فرمول طبق باشد، x̂ و x∗
۰ نقاط روی f خط درونیاب p۱ اگر باشد. (x۰, x۱)

p۱(x) = p۰(x) + (x − x∗
۰ )f [x۰, x̂].

داریم ،
∫ x۱

x۰
(x − x∗

۰ )dx = ۰ اینکه به توجه ∫با x۱

x۰

p۱(x)dx =

∫ x۱

x۰

p۰(x)dx = hf(x∗
۰ ),

است. دقیق هم ی درجه چندجمله�ایهای برای میان نقطه فرمول �دهد م نشان که

در آن انجام که کنیم، عمل سیمسن روش همانند �توانیم م h توان�های حسب بر E(f) فرمول آوردن بدست برای

�های تکنی با هم شما تا �آوریم م بدست را خطا فرمول ری دی روش با اینجا در اما است. شده خواسته شما از ۴ پرسش

صورت به x∗
۰ نقطه�ی روی صفر درجه درونیابی خطای اینکه به توجه با .f ∈ C۲[x۰, x۱] فرضکنیم شوید. آشنا مختلف

R۰(x, f) = (x − x∗
۰ )f [x∗

۰ , x],
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داریم است،

E(f) =

∫ x۱

x۰

(x − x∗
۰ )f [x∗

۰ , x]dx.

�کنیم م تعریف حال

v(x) =

∫ x

x۰

(t − x∗
۰ )dt.

.x ∈ [x۰, x۱] هر برای v(x) 6 ۰ دید �توان م ساده انتگرال�گیری ی با طرف از .v(x۰) = v(x۱) = ۰ که است روشن

�شود م نوشته زیر صورت به خطا جمله�ی دیفرانسیل حساب اساس قضیه طبق همچنین

E(f) =

∫ x۱

x۰

v′(x)f [x∗
۰ , x]dx.

داریم ، d
dx

f [x∗
۰ , x] = f [x∗

۰ , x, x] اینکه به توجه با و جزء به جزء انتگرال�گیری ی با

E(f) = v(x)f [x∗
۰ , x]

∣∣∣x۱

x۰

−
∫ x۱

x۰

v(x)f [x∗
۰ , x, x]dx.

فصل پرسش١۶ طبق راست، سمت دوم جمله�ی در است. صفر راست سمت اول جمله ،v(x۰) = v(x۱) = ۰ به توجه با

پیوسته فرض طبق f ′′ و �دهد نم علامت تغییر v که آنجا از .ξ(x) ∈ [x۰, x۱] که f [x∗
۰ , x, x] =

۱

۲
f ′′(ξ(x)

)
داریم ٣

داریم است،

E(f) = −۱

۲
f ′′(ξ۰)

∫ x۱

x۰

v(x)dx, ξ۰ ∈ [x۰, x۱].

داشت خواهیم آخر در و است محاسبه قابل سادگ به v انتگرال

E(f) =
h۳

۲۴
f ′′(ξ۰), ξ۰ ∈ [x۰, x۱].

از است عبارت خطا جمله�ی همراه به میان نقطه فرمول ∫بنابراین x۱

x۰

f(x)dx = hf(x∗
۰ ) +

h۳

۲۴
f ′′(ξ۰), ξ۰ ∈ [x۰, x۱], (۵.۵)

نصف فرمول این خطای اندازه�ی که �کنیم م مشاهده است. آمده بدست f ∈ C۲[x۰, x۱] فرض با خطا جمله�ی آن در که

نباشد. سان ی فرمول دو این برای ξ۰ مجهول است ن مم چه اگر است، ذوزنقه�ای فرمول خطای اندازه�ی

بالاتر درجه�ی از فرمول�های

که �آید م بدست جدیدی فرمول بزنیم تقریب هم�فاصله نقاط روی (n = ۳ ) سه درجه چندجمله�ای ی با را f تابع اگر

است زیر صورت به {x۰, x۱, x۲, x۳} انتگرال�گیری نقاط با [x۰, x۳] نوع زیربازه�ی ∫روی x۳

x۰

f(x)dx =
۳

۸
h
[
f۰ + ۳f۱ + ۳f۲ + f۳

]
+ E(f).
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بسته نیوتن-کاتس فرمول�های انتگرال�گیری ضرایب :١.۵ جدول
n → ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸

ω۰
۱
۲

۱
۳

۳
۸

۱۴
۴۵

۹۵
۲۸۸

۴۱
۱۴۰

۵۲۵۷
۱۷۲۸۰

۳۹۵۶
۱۴۱۷۵

ω۱
۴
۳

۹
۸

۶۴
۴۵

۳۷۵
۲۸۸

۲۱۶
۱۴۰

۲۵۰۳۹
۱۷۲۸۰

۲۳۵۵۲
۱۴۱۷۵

ω۲
۲۴
۴۵

۲۵۰
۲۸۸

۲۷
۱۴۰

۹۲۶۱
۱۷۲۸۰ − ۳۷۱۲

۱۴۱۷۵

ω۳
۲۷۲
۱۴۰

۲۰۹۲۳
۱۷۲۸۰

۴۱۹۸۴
۱۴۱۷۵

ω۴ − ۱۸۱۶۰
۱۴۱۷۵

هیچ بنابراین است. سه آن دقت درجه و است مشهور ۳

۸
سیمسن فرمول به براکت پشت ضریب خاطر به بسته، فرمولِ این

استفاده معمولا فرمول این سبب همین به دارد. نیاز تابع از بیشتری ارزیابی�های که حال در ندارد سیمسن روش بر مزیت

�شود. نم

دقت درجه داد نشان �توان م است، سه برابر سیمسن فرمول دقت درجه دادیم نشان که طریق همان به .١.۵ ملاحظه
در باشد. زوج n اگر است، n + ۱ برابر نقطه�ای) n + ۱ یا pn بر مبتن نیوتن-کاتس (فرمول�های درونیاب-فرمول�ها

♡ هستند. دوم دسته�ی جزء ۳

۸
سیمسن فرمول و ذوزنقه�ای فرمول است. n برابر دقت درجه باشد، فرد n اگر ه حالی

سادگ برای دارد. زیادی محاسبات انجام به نیاز اما است، سرراست بالاتر درجه فرمول�های آوردن بدست اگرچه

بسته نیوتن-کاتس فرمول�های ضرایب ١.۵ جدول در کرد. استفاده میپل مانند نمادین محاسبات افزار نرم ی از �توان م

فقط هستند، متقارن ضرایب اینکه به توجه با است. شده داده درونیاب) (درجه�ی n مقدار چند برای h از فاکتورگیری با

دارد، نام میلن فرمول �آید، م بدست n = ۴ بازای که بسته نیوتن-کاتس فرمول است. شده� آورده جدول در آن�ها از نیم

است زیر صورت به ∫که x۴

x۰

f(x)dx =
h

۴۵

[
۱۴f۰ + ۶۴f۱ + ۲۴f۲ + ۶۴f۳ + ۱۴f(x۴)

]
+ E(f),

زیر صورت به را انتگرال�گیری نقاط [x۰, xn] متناه بازه�ی در انتگرال�گیری برای اگر همچنین است. پنج آن دقت درجه و

کنیم تعریف

x۰ = a + h, xn = b − h, h =
b − a

n + ۱
, n > ۰, (۶.۵)

فرمول ما که کنید توجه اما آن�هاست. اولین ، میان نقطه فرمول که آورد، بدست را باز نیوتن-کاتس فرمول�های �توان م

زیر صورت به فرمول این بالا، صورت به نقاط انتخاب با ه حالی در آوردیم، بدست h طول به بازه�ای روی را میان نقطه

∫است x۲

x۰

f(x)dx = ۲hf(x۱) + E(f),
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باز نیوتن-کاتس فرمول�های انتگرال�گیری ضرایب :٢.۵ جدول
n → ۰ ۱ ۲ ۳ ۴ ۵

ω۰ ۲ ۳
۲

۸
۳

۵۵
۲۴

۳۳
۱۰

۴۲۷۷
۱۴۴۰

ω۱ −۴
۳

۵
۲۴ −۴۲

۱۰ −۳۱۷۱
۱۴۴۰

ω۲
۷۸
۱۰

۳۹۳۴
۱۴۴۰

ضرایب شوند، انتخاب (۶.۵) وی ال طبق نقاط اگر حال این با است. متفاوت (۵.۵) فرمول با بازه طول در تنها که

است. شده آورده ٢.۵ جدول در که است صورت به (h از فاکتورگیری (با n مقدار چند برای باز نیوتن-کاتس فرمول�های

درونیابی خطای دیدیم ٣ فصل در که همانگونه اما کند، میل صفر به انتگرال�گیری خطای ،n افزایش با داریم انتظار

این �کند. نم میل صفر به نیز En(f) انتگرال�گیری خطای آن تبع به �کند. نم میل صفر به درونیاب درجه�ی افزایش با

۹ فرمول ضرایب از برخ �کنید، م مشاهده جدول در که همانطور است. نیوتن-کاتس فرمول�های ل مش �ترین اساس

هستند. منف ضرایب دارای نشده�اند، ارائه جدول این در که نیز بزرگتر فرمول�های هستند. منف بسته (n = ۸ ) نقطه�ای

فرمول ی پایداری بر ، منف ضرایب وجودِ �شوند. م شروع بعد به نقطه�ای سه فرمول از باز فرمول�های در منف ضرایب

است. تأثیرگذار

در را آن�ها تأثیر و �کنیم م وارد کوچ اختلالات ورودی داده�های به انتگرال�گیری، فرمول ی پایداری بررس برای

اختلالات این شده�اند. وارد ۰ 6 k 6 nبرای f(xk) مقادیر به εk اختلالات فرضکنیم �کنیم. م اندازه�گیری نهایی جواب

و اصل جوابِ اگر باشند. آمده وجود به اندازه�گیری، وسایل خطاهای یا کامپیوتر در محاسبات خطاهای خاطر به �توانند م

با ترتیب به را شده مختل مسئله�ی جواب

Qn =
n∑

k=۰

ωkf(xk),

Qn,ε =
n∑

k=۰

ωk[f(xk) + εk],

است زیر صورت به جواب دو اختلاف آنگاه دهیم، نشان

|Qn − Qn,ε| 6
n∑

k=۰

|ωk| |εk| 6 ∥ε∥∞
n∑

k=۰

|ωk|,

کوچ اختلال به منجر ورودی در کوچ اختلالات صورت در �دهد، م نشان بالا رابطه�ی .ε = [ε۰, . . . , εn] آن در که

که �شوند م جواب در
n∑

k=۰

|ωk|,

اینکه برای صورت، این در کند. میل انتگرال دقیق مقدار به عددی جواب n افزایش با داریم انتظار باشد. کوچ مقدار
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دنباله�ی است لازم شود، حفظ پایداری }شرط n∑
k=۰

|ωk|
}

n∈N
(٧.۵)

هر بازای زیرا است برقرار فرض این هستند، دقیق� ثابت توابع برای حداقل که مثبت ضرایب با فرمول�های در باشد. کراندار

داریم n
n∑

k=۰

|ωk| =
n∑

k=۰

ωk = b − a.

همه�ی که فرمول�هایی بنابراین ببینید). را ٣ (پرسش دهید قرار انتگرال�گیری فرمول در را f(x) ≡ ثابت۱ تابع اثبات، برای

به است. واگرا نیوتن-کاتس فرمول�های برای (٧.۵) دنباله�ی کرد ثابت �توان م اما پایدارند. هستند، مثبت آن�ها ضرایب

�شوند. نم استفاده بالا درجه نیوتن-کاتس فرمول�های اه هیچ سبب همین

ی زیربازه هر در و کرد تقسیم کوچ طول با زیربازه�هایی به را انتگرال�گیری بازه�ی �توان م ل، مش این رفع برای

طول کاهش و درونیاب درجه�ی داشتن نگاه ثابت با را رایی هم و برد کار به پایین درجه�ی با نیوتن-کاتس فرمول�های

�گوییم. م مرکب نیوتن-کاتس فرمول�های فرمول�ها، این به آورد. بدست زیربازه�ها

مرکب ذوزنقه�ای فرمول

تقسیم h مساوی طول به زیربازه n به را [a, b] بازه�ی ابتدا است. نظر مد [a, b] متناه بازه�ی روی انتگرال�گیری فرضکنیم

یعن �کنیم. م

h =
b − a

n
, xk = a + kh, k = ۰, ۱, . . . , n.

زیربازه�ی در �کنیم. م جمع هم با را آمده بدست مقادیر تمام آخر در و �بریم م کار به را ساده ذوزنقه�ای فرمول زیربازه هر روی

داریم (٣.۵) ذورنقه�ای فرمول طبق [xk, xk+۱]∫ xk+۱

xk

f(x)dx =
h

۲

[
fk + fk+۱

]
− h۳

۱۲
f ′′(ξk), ξk ∈ [xk, xk+۱],

فرمول آوردن بدست برای .fk = f(xk) و است شده نوشته f ∈ C۲[xk, xk+۱] فرض با خطا جمله�ی آن در که

داریم �کنیم. م استفاده انتگرال ر عمل جمع خاصیت از [a, b] بازه�ی کل روی ∫انتگرال�گیری b

a

f(x)dx =
n−۱∑
k=۰

∫ xk+۱

xk

f(x)dx,

�دهد م نتیجه این ∫که b

a

f(x)dx = h
[f۰

۲
+ f۱ + f۲ + · · · + fn−۱ +

fn

۲

]
− h۳

۱۲

n−۱∑
k=۰

f ′′(ξk)

=: Tn(f) + ET
n (f),
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�توان م است. [a, b] بازه�ی کل روی انتگرال�گیری خطای ET
n (f) و مرکب ذوزنقه�ای انتگرال�گیری فرمول Tn(f) آن در که

کرد ساده�سازی زیر صورت به را آن

ET
n (f) = − ۱

۱۲
h۲(b − a)

[
۱

n

n−۱∑
k=۰

f ′′(ξk)

]
.

ه بطوری ξ ∈ [a, b] دارد وجود ٢ پرسش طبق ،f ′′ پیوستگ به توجه با

ET
n (f) = − ۱

۱۲
(b − a)h۲f ′′(ξ) a 6 ξ 6 b. (٨.۵)

h → ۰ وقت مرکب ذوزنقه�ای فرمول حقیقت در .h → ۰ وقت ET
n (f) = O(h۲) است، کران�دار [a, b] روی f ′′ چون

.f ∈ C۲[a, b] که شرط به راست هم h۲ مرتبه با

است. زیر صورت به مرکب ذوزنقه�ای روش برنامه

function int = trapez(a,b,n,f)

h=(b-a)/n; x=a:h:b; y=f(x);

int=h*(0.5*y(1)+sum(y(2:n))+0.5*y(n+1));

دستور با را آن �توان م که است انتگرال تحت تابع f و زیربازه�ها تعداد n انتگرال، متناه کران�های b و a برنامه این در

کرد. تولید @(x)

برای تقریبی مقادیر مرکب ذوزنقه�ای فرمول کم به �خواهیم م .١.۵ مثال

I =

∫ π
۲

π
۴

cos(ln x)dx

به توجه با تحلیل صورت به �توان م را بالا انتگرال دقیق مقدار آوریم. ∫بدست
cos(ln x)dx =

x

۲

[
cos(ln x) + sin(ln x)

]
+ c

این کم به �خواهیم م اینجا در .I .
= ۰٫ ۷۶۲۰۵۳۱۵۷۳۲۲۰۷۸۰ از است عبارت اعشار رقم ۱۶ تا که آورد، بدست

و h = b − a = π
۴ داریم n = ۱ بازای کنیم. بررس را خطا رفتار دقیق، جواب

T۱ =
π

۴

[۱
۲

f
(π
۴

)
+

۱

۲
f
(π
۲

)] .
= ۰٫ ۷۳۴۶.
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و h = π
۸ داریم کنیم، تقسیم زیربازه دو به را بازه اگر

T۲ =
π

۸

[۱
۲

f
(π
۴

)
+ f
(۳π

۸

)
+

۱

۲
f
(π
۲

)] .
= ۰٫ ۷۵۴۸.

�نویسیم: م را زیر دستورات �گیریم. م کم روش وریتم ال از کار، ادامه�ی برای

f=@(x) cos(log(x)); a=pi/4; b=pi/2; I=0.762053157322078;

disp(sprintf(' h numer error order\n------------------------------'));

for k=1:6

int=trapez(a,b,2^(k-1),f);

e(k)=abs(I-int);

h = (b-a)/2^(k-1);

if k==1

disp(sprintf('%3.4f %3.4f %3.4f',h,int,e(k)));

else

order = log2(e(k-1)/e(k));

disp(sprintf('%3.4f %3.4f %3.4f %3.4f',h,int,e(k),order));

end

end

sprintf و dispدستورات �شود. م نصف h فاصله�ی بار هر یعن �شوند، م برابر دو نقاط تعداد بار هر حلقه درون در

خود سلیقه�ی حسب بر را خروج و کرده حذف را دستورات این �توانید م شما شده�اند. استفاده برنامه خروج تزیین برای

است: زیر صورت به بالا برنامه�ی خروج دهید. ارائه

h numer error order

------------------------------

0.7854 0.7346 0.0274

0.3927 0.7548 0.0073 1.9091

0.1963 0.7602 0.0019 1.9736

0.0982 0.7616 0.0005 1.9931

0.0491 0.7619 0.0001 1.9982
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0.0245 0.7620 0.0000 1.9996

خطا مرتبه�های آخر ستون در و انتگرال�گیری خطای سوم ستون در عددی، جواب�های دوم ستون در ،h مقادیر اول ستون در

کم باید آخر ستون محاسبه�ی نحوه�ی مورد در �کند. م میل ۲ عدد به h کاهش با مرتبه �رسد م نظر به که شده�اند داده

نصف را h مثال عنوان به اگر که است معن بدان این O(hp)است. از عددی روش ی خطای فرضکنیم دهیم. توضیح

�کنیم فرضم عددی، صورت به p مرتبه�ی محاسبه�ی برای �شود. م برابر (۱
۲)p روش خطای کنیم)، برابر ۱

۲ را h (یعن کنیم

صورت به خطا h گام در

e(h) = chp

از است عبارت خطا جمله�ی h کردن نصف با صورت این در باشد. c ثابت ی برای

e(h/۲) = c
(h

۲

)p

.

�گیریم م نتیجه e(h/۲) بر e(h) کردن تقسیم با

e(h)

e(h/۲)
= ۲p,

�دهد م نتیجه هم این که

p = log۲

(
e(h)

e(h/۲)

)
. (٩.۵)

اریتم ل آن از و تقسیم بعدی سطر بر را سطر هر یعن است، شده ساخته بالا معادله�ی طبق ،order ، خروج آخر ستون

خطا مرتبه�ی �توان نم ،(h = ۱ (یعن اول سطر برای که است واضح ببینید). را برنامه دهم (سطر گرفته�ایم دو مبنای در

کرد. محاسبه را

f ∈ فرض با مرتبه این البته �کنند. م تصدیق مرکب ذوزنقه�ای فرمول برای را p = ۲ مرتبه�ی آخر، ستون داده�های

♢ نیست. دشواری کار است، C۲[π
۴ , π

۲ ] در cos(ln x) تابع اینکه تأیید است. آمده بدست C۲[a, b]

محاسبه�ی خطای تا کنیم تقسیم باید زیربازه چند به حداقل را [۰, ۱] بازه�ی که است این سؤال .٢.۵ مثال

I =

∫ ۱

۰

sin x dx

داریم ،ET
n خطا، فرمول طبق شود؟ ε = ۱۰−۴ از کمتر مرکب ذوزنقه�ای روش با

|I − Tn| 6 h۲(b − a)

۱۲
max
t∈[a,b]

|f ′′(t)|, h =
b − a

n
.

است کاف باشد، کمتر ε از روش خطای اینکه برای

h۲(b − a)

۱۲
max
t∈[a,b]

|f ′′(t)| 6 ε.
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داریم مثال این در
h۲

۱۲
6 ۱۰−۴,

�دهد م نتیجه هم این که

h 6
√

۱۲ × ۱۰−۴,

داریم آن از و

n > ۱√
۱۲ × ۱۰−۴

.
= ۸٫ ۳۳۳۳.

♢ .n > ۹ باشیم داشته باید است، طبیع عددی n چون

که سؤال راست. هم h کاهش با f ∈ C۲[a, b] توابع برای مرکب ذوزنقه�ای فرمول ،ET
n (f) جمله�ی به توجه با

فرمول هم باز آیا باشد، داشته کمتری همواری درجه�ی f تابع اگر که است این باشد، کرده مشغول را شما ذهن است ن مم

مثلا است. کمتر رایی هم مرتبه�ی صورت این در اما باشد، پیوسته حداقل f که شرط به است مثبت پاسخ راست؟ هم

[۶] ششم فصل در �توانید م را ادعا این اثبات O(h)است. مرکب ذوزنقه�ای فرمول رایی هم مرتبه�ی ،f ∈ C۱[a, b] اگر

ببینید.

مرکب سیمسن فرمول

برای ،xk = a + kh و h = (b − a)/n �دهیم م قرار �سازیم. م را [a, b] متناه بازه�ی روی مرکب سیمسن فرمول

برای باشد. زوج n است لازم داریم، نیاز درونیابی نقطه�ی سه به بازه زیر هر در اینکه به توجه با .k = ۰, ۱, . . . , n

داریم (۴.۵) ساده�ی سیمسن فرمول طبق k = ۱, ۲, . . . , n
۲ بازای [x۲k−۲, x۲k] زیربازه�ی هر در ∫انتگرال�گیری x۲k

x۲k−۲

f(x)dx =
h

۳

[
f۲k−۲ + ۴f۲k−۱ + f۲k

]
− h۵

۹۰
f (۴)(ξk), ξk ∈ [x۲k−۲, x۲k].

�رسیم م زیر فرمول به زیربازه�ها همه�ی روی بستن جمع با

∫ b

a

f(x)dx =
h

۳

[
f۰ + ۴f۱ + ۲f۲ + ۴f۳ + · · · + ۲fn−۲ + ۴fn−۱ + fn

]
− h۵

۹۰

n/۲∑
k=۱

f (۴)(ξk)

=: Sn(f) + ES
n (f),

مقدار آخرین و اولین ضریب فرمول این در است. آن خطای جمله�ی ES
n (f) و مرکب سیمسن فرمول Sn(f) آن در که

ذوزنقه�ای، روش همانند است. ۴ فرد اندیس با مقادیر ضریب و ۲ اندیسزوج با مقادیر ضریب است، ۱ برابر براکت داخل

�دهیم م قرار خطا جمله�ی در منظور، این برای داد. نمایش ما سی علامت بدون ری دی ونه�ای ب را خطا جمله�ی �توان م
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داریم �کنیم. م استفاده ٢ پرسش و f ∈ C۴[a, b] فرض از و ۲h = b−a
n/۲

ES
n (f) = −h۵

۹۰

n/۲∑
k=۱

f (۴)(ξk) = −h۴(b − a)

۱۸۰

 ۱

n/۲

n/۲∑
k=۱

f (۴)(ξk)


= −h۴(b − a)

۱۸۰
f (۴)(ξ), ξ ∈ [a, b].

است. O(h۴) از مرکب سیمسن فرمول رایی هم آنگاه ،f ∈ C۴[a, b] اگر بنابراین

است. زیر صورت به مرکب سیمسن روش برنامه

function int = simpson(a,b,n,f)

if floor(n/2) ~= n/2

erorr('n should be an even number')

end

h=(b-a)/n; x=a:h:b; y=f(x);

int=h/3*(y(1)+4*sum(y(2:2:n))+2*sum(y(3:2:n-1))+y(n+1));

و h = π
۸ داریم n = ۲ بازای �آوریم. م بدست را (١.۵) مثال انتگرال برای مرکب سیمسن تقریب�های .٣.۵ مثال

S۲ =
π

۲۴

[
f
(π
۴

)
+ ۴f

(۳π

۸

)
+ f
(π
۲

)] .
= ۰٫ ۷۶۱۵.

با است برابر انتگرال تقریبی مقدار و h = π
۱۶ داریم n = ۴ بازای

S۴ =
π

۴۸

[
f
(π
۴

)
+ ۴f

(۵π

۱۶

)
+ ۲f

(۶π

۱۶

)
+ ۴f

(۷π

۱۶

)
+ f
(π
۲

)] .
= ۰٫ ۷۶۲۰.

ستون در را p = ۴ رایی هم نرخ و کرد بازنویس سیمسن روش برای را آن �توان م ١.۵ مثال برنامه�ی در اندک تغییرات با

♢ �شود. م واگذار شما به کار این انجام کرد. مشاهده خروج آخرِ

دقیق مقدار به h۴ مرتبه�ی با فرمول این آنگاه f ∈ C۴[a, b] اگر مرکب، سیمسن فرمول خطای به توجه با .٢.۵ ملاحظه
مرتبه ه بل نیست را هم دارند، کمتری همواری که توابع برای فرمول که نیست معنا بدان این است. را هم انتگرال

مرتبه�ی با مرکب سیمسن فرمول آنگاه ۱ 6 ℓ 6 ۴ و f ∈ Cℓ[a, b] اگر است، شده ثابت [۶] در است. پایین�تر رایی هم

♡ است. را هم hℓ
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مرکب میان نقطه فرمول

�شود م نوشته زیر صورت به (۵.۵) از استفاده با به فرمول این ، قبل مرکب فرمول�های ∫همانند b

a

f(x)dx = h
[
f(x∗

۰ ) + f(x∗
۱) + · · · + f(x∗

n−۱)
]
− h۲(b − a)

۲۴
f ′′(ξ)

=: Mn(f) + EM
n (f), ξ ∈ [a, b], x∗

k =
xk + xk+۱

۲
.

(١٠.۵)

فرمول�های باشد، ضعیفداشته تکینگ b و aنقاط در انتگرالده اگر است. آمده بدست f ∈ C۲[a, b]فرض با خطا جمله�ی

صورت به روش این برنامه�ی کرد. استفاده مرکب میان نقطه فرمول از �توان م صورت این در نیستند. استفاده قابل بسته

است: زیر

function int = midpoint(a,b,n,f)

h=(b-a)/n; x=a:h:b-h; y=f(x+h/2);

int = h*sum(y);

است زیر صورت به انتگرال این برای مرکب میان نقطه تقریب�های یرید. ب نظر در را ١.۵ مثال انتگرال هم باز .۴.۵ مثال

M۱ =
π

۴
f
(۳π

۸

) .
= ۰٫ ۷۷۴۹,

M۲ =
π

۸

[
f
(۵π

۱۶

)
+ f
(۷π

۱۶

)] .
= ۰٫ ۷۶۵۶.

روش برنامه�ی همان ، میان نقطه روش تابع فراخوان برای �کنیم. م استفاده روش برنامه�ی از محاسبات ادامه�ی برای

با را آن چهارم سطر تنها و �نویسیم م را ١.۵ مثال در ذوزنقه�ای

int = midpoint(a,b,2ˆ(k-1),f);

بود: خواهد زیر صورت به خروج �کنیم. م زین جای

h numer error order

------------------------------

0.7854 0.7749 0.0128

0.3927 0.7656 0.0036 1.8390
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0.1963 0.7630 0.0009 1.9536

0.0982 0.7623 0.0002 1.9878

0.0491 0.7621 0.0001 1.9969

0.0245 0.7621 0.0000 1.9992

نقطه روش در خطاها که �کنیم م مشاهده کنیم، مقایسه ذوزنقه�ای روش خطای مقادیر با را سوم ستون در خطا مقادیر اگر

میل ۲ عدد به آخر ستون در نسبت�ها ذوزنقه�ای، روش همانند اما هستند. ذوزنقه�ای روش در خطاها نصف تقریباً میان

مرتبه�ی که دیدیم (١٠.۵) در زیرا �کنند، م تصدیق را مرکب میان نقطه روش خطای کرانِ بالا، عددیِ نتایج �کنند. م

f ∈ C۲[۰, ۱] فرض با مرتبه این که کنیم توجه هم نکته این به باید اما است. p = ۲ مرکب میان نقطه روش خطای

که تابع برای روش رفتارِ ببینیم �خواهیم م حال �کند. م برآورده را فرض این مثال این در cos(x) تابع است. آمده بدست

�گیریم م نظر در را زیر مثال است. ونه چ نکند، صدق همواری شرط این در

I =

∫ ۱

۰

۱

۲
√

x
dx.

صدق (١٠.۵) در نیاز مورد همواری شرط در [۰, ۱] روی بنابراین است. نشده تعریف بازه ابتدای نقطه�ی در تابع این

�توان م اما گرفت. کار به انتگرال این محاسبه�ی برای �توان نم هم را سیمسن و ذوزنقه�ای مانند بسته فرمول�های �کند. نم

با برنامه اول سطر زین جای با مرکب میان نقطه فرمول از

f = @(x) 1./(2*sqrt(x)); a=0; b=1; I=1;

است: زیر صورت به نتیجه� کرد. استفاده

h numer error order

------------------------------

1.0000 0.7071 0.2929

0.5000 0.7887 0.2113 0.4709

0.2500 0.8494 0.1506 0.4890

0.1250 0.8932 0.1068 0.4960

0.0625 0.9244 0.0756 0.4986

0.0313 0.9465 0.0535 0.4995

قبل مثال به نسبت کمتری سرعت خطا کاهش اما است کاهش حال در هم خطا �،h کاهش با �دهد م نشان سوم ستون

همواری مرتبه�ی انتگرال تحت تابع اگر پس �کند. م میل p = ۰٫ ۵ به تقریباً رایی هم مرتبه �دهد م نشان آخر ستون دارد.

تعیین و ادعا این دقیق اثبات �یابد. م کاهش ر) دی روش�های (و میان نقطه روش رایی هم مرتبه�ی باشد، داشته کمتری

♢ است. خارج درس این حوصله�ی از ، تحلیل صورت به خطا مرتبه�ی دقیق
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نامعین روشضرایب ٢.۵

ی یافتن بدنبال کنیم فرض است. نامعین ضرایب روش انتگرال�گیری، فرمول�های آوردن بدست برای ر دی روش ی

ل ش به انتگرال�گیری ∫فرمول b

a

w(x)f(x)dx =
n∑

k=۰

ωkf(xk) + En(f), (١١.۵)

فرمول که �کنیم م تعیین طوری را مجهولات هستند. مجهول (xk نقاط گاه حت (و ωk ضرایب آن در که هستیم

هر برای که آیند بدست طوری مجهولات اگر مثلا باشد. دقیق C[a, b] از زیرفضا ی در توابع تمام برای انتگرال�گیری

انتگرال اینکه به توجه با داشت. چندجمله�ایmخواهیم دقت درجه با فرمول ی آنگاه ،En(f) = ۰ باشیم داشته f ∈ Pm

باشد. دقیق زیرفضا پایه�ی اعضای برای فرمول است کاف است، خط ر عمل ی

است. شده ظاهر انتگرالده در است، (a, b) روی پیوسته و مثبت تابع که w(x) وزن تابع ی (١١.۵) فرمول در

،x۱ ،x۰ متمایز انتگرال�گیری نقاط �کنیم م فرض ابتدا .w(x) ≡ ۱ آن در که است (١١.۵) از خاص حالت (١.۵) فرمول

دقت درجه با فرمول�هایی دنبال به �کنیم فرضم فعلا همچنین باشند. مجهول ωk وزن�های فقط و باشند شده� داده xn ،. . .

معادله�ی n + ۱ باید تا ی صورت به آن�ها تعیین برای است، n + ۱ مجهولات تعداد اینکه به توجه با هستیم. چندجمله�ای

آن برای پایه ی باشد. Pn یعن n + ۱ بعد از باید فضا زیر پس باشیم. داشته مستقل

{۱, x, x۲, . . . , xn}

یعن باشد. دقیق پایه اعضای تمام برای (١١.۵) فرمول است کاف ωk مجهول ضرایب تعیین برای است.

f(x) = ۱ :

∫ b

a

w(x) dx = ω۰ + ω۱ + · · · + ωn

f(x) = x :

∫ b

a

xw(x) dx = ω۰x۰ + ω۱x۱ + · · · + ωnxn

... ... ...

f(x) = xn :

∫ b

a

xnw(x) dx = ω۰x
n
۰ + ω۱x

n
۱ + · · · + ωnxn

n

�شود م واندرموند ماتریس ی با زیر خط معادلات دستگاه حل به منجر که
۱ ۱ · · · ۱

x۰ x۱ · · · xn

... ... ...

xn
۰ xn

۱ · · · xn
n




ω۰

ω۱

...

ωn

 =



∫ b

a
w(x) dx∫ b

a
xw(x) dx

...∫ b

a
xnw(x) dx

 .
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با �آیند. م بدست تا ی صورت به ωk ضرایب ببینید)، را ٣ فصل ۴ (پرسش است معکوس�پذیر واندرموند ماتریس چون

لزوم شد، گفته قبلا که همانگونه زیرا نیستیم موضوع این نگران اینجا در اما �شود، م بدوضع واندرموند ماتریس nافزایش

نیست. بالا درجه نیوتن-کاتس فرمول�های تولید به

صورت به سان ی فاصله�ی با انتگرال�گیری نقاط اگر .٣.۵ ملاحظه

xk = a + kh, k = ۰, ۱, . . . , n, h =
b − a

n
,

متغیر تغییر با است بهتر باشند، شده پخش [a, b] بازه�ی در

t =
x − x۰

h

داریم صورت این در بریم. ار ب را نامعین ضرایب روش سپس و کنیم منتقل [۰, n] به را انتگرال�گیری ∫بازه�ی b

a

w(x)f(x)dx = h

∫ n

۰

λ(t)g(t)dt = ω۰g(۰) + ω۱g(۱) + · · · + ωng(n) + En(g), (١٢.۵)

بجای را {۱, t, . . . , tn} پایه�ی توابع (١٢.۵) فرمول در حال .λ(t) = w(x۰ + ht) و g(t) = f(x۰ + ht) آن در که

♡ �کنیم. م تعیین دستگاه حل با را ωk وزن�های ،En(g) = ۰ فرض با و داده قرار g(t)

�کنیم م فرض �آوریم. م بدست نامعین ضرایب روش کم به دو حداقل دقت درجه با نقطه�ای سه فرمول ی .۵.۵ مثال
�دهیم م قرار منظور این برای .w(x) ≡ ۱∫ x۲

x۰

f(x)dx = h

∫ ۲

۰

g(t)dt = ω۰g(۰) + ω۱g(۱) + ω۲g(۲) + E(g).

داریم باشد، دقیق {۱, t, t۲} اعضای برای یعن P۲ زیرفضای برای فرمول این اینکه فرض با

g(t) = ۱ : ω۰ + ω۱ + ω۲ = h
∫ ۲

۰ dt = ۲h

g(t) = t : ω۱ + ۲ω۲ = h
∫ ۲

۰ tdt = ۲h

g(t) = t۲ : ω۱ + ۴ω۲ = h
∫ ۲

۰ t۲dt = ۸
۳h

داد نمایش هم زیر ماتریس ل ش به را آن �توان م که
۱ ۱ ۱

۰ ۱ ۲

۰ ۱ ۴




ω۰

ω۱

ω۲

 =


۲h

۲h

۸
۳h

 .

♢ هستند. ساده سیمسن فرمول ضرایب همان که �آیند، م بدست ω۱ = ۴h/۳ و ω۰ = ω۲ = h/۳ دستگاه، این حل با
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ل ش به نقطه�ای دو فرمول �خواهیم م .۶.۵ ∫مثال ۱

۰

ln
۱

x
f(x)dx = ω۰f(۰) + ω۱f(۱) + E(f) (١٣.۵)

شده ظاهر انتگرالده در هم w(x) = ln ۱
x
وزن تابع مثال این در باشد. چندجمله�ای دقت درجه ماکزیمم از که آوریم بدست

نظر مورد دقت درجه پس هستند، مجهول ω۱ و ω۰ ضریب دو فقط و شده�اند داده انتگرال�گیری نقاط اینکه به توجه با است.

بنابراین باشد. دقیق {۱, x} اعضای برای فرمول است کاف (نامعین) مجهول ضرایب این تعیین برای و است ی حداقل

داریم

f(x) = ۱ : ω۰ + ω۱ =
∫ ۱

۰ ln ۱
x
dx = ۱

f(x) = x : ω۱ =
∫ ۱

۰ x ln ۱
x
dx = ۱

۴

با زیرا نیست دقیق دو درجه چندجمله�ایهای برای فرمول این �آیند. م بدست ω۰ = ۳/۴ و ω۱ = ۱/۴ دستگاه این حل با

داریم ساده محاسبه�ی ∫ی ۱

۰

x۲ ln
۱

x
dx =

۱

۹
̸= ۰ × ω۰ + ۱ × ω۱ =

۱

۴
.

جمله�ی آوردیم، بدست را سیمسن روش خطای که طریق همان به �توان م است. ی همان دقت، درجه ماکزیمم بنابراین

شامل E(f) است، ی فرمول این دقت درجه که آنجا از .f ∈ C۲[۰, ۱] فرضکنیم کنیم. تعیین هم را فرمول این خطای

تابع ،c تعیین برای است. f از مستقل ثابت ی c که ،E(f) = cf ′′(ξ) یعن است، ξ ∈ [۰, ۱] ی برای f ′′(ξ) عبارت

داریم �کنیم. م زین جای (١٣.۵) در را f(x) = x۲∫ ۱

۰

x۲ ln
۱

x
dx −

[
۳

۴
× ۰ +

۱

۴
× ۱

]
= c × ۲,

بنابراین .c = −۵/۷۲ �دهد م هم این که

E(f) = − ۵

۷۲
f ′′(ξ), ξ ∈ [۰, ۱].

در است. نشده تعریف x = ۰ ابتدایی نقطه�ی در ln ۱
x
وزن تابع که است این (١٣.۵) وزن�دار فرمول مورد در مهم نکته�ی

انتگرال ∫حقیقت ۱

۰

ln
۱

x
f(x)dx

تکینگ این ،ℓ > −۱ که f(x) = O(xℓ) باشیم داشته صفر نزدی x مقادیر برای اگر و است (منفرد) تکین انتگرال ی

دارند، نیاز را صفر نقطه�ی در انتگرالده مقادیر که سیمسن و ذوزنقه�ای فرمول�های راست. هم انتگرال یعن است ضعیف

بسیار اما شود. حساب حدی صورت به صفر در انتگرالده مقدار اینکه ر م ندارند، کارایی انتگرال این محاسبه�ی برای

فرمول زیرا کنیم، استفاده بیشتر) نقاط تعداد با مشابه فرمول�های (یا (١٣.۵) ل ش به وزن�دار فرمول ی از که است کاراتر

فرمول�های فرمول�ها، نوع این به است. شده منتقل ωk وزن�های به تکینگ اثر و است شده نوشته f مقادیر حسب بر فقط

♢ �گویند. م هم ضربی انتگرال
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استفاده نیز آن مشتق مقادیر از تابع، مقادیر بر علاوه آن در که آوریم � م بدست انتگرال�گیری فرمول ی بعد مثال در

است. شده

ل ش به فرمول �خواهیم م کنید فرض .٧.۵ ∫مثال x۱

x۰

f(x)dx = ω۰f(x۰) + ω۱f(x۱) + ω′
۰f

′(x۰) + ω′
۱f

′(x۱) + E(f),

فرمول است کاف داریم، مجهول ضریب چهار که آنجا از باشد. چندجمله�ای دقت درجه حداکثر دارای که آوریم بدست

�رسیم م زیر معادلات دستگاه به پایه این اعضای از ی هر با f زین جای با باشد. دقیق {۱, x, x۲, x۳} برای
۱ ۱ ۰ ۰

x۰ x۱ ۱ ۱

x۲
۰ x۲

۱ ۲x۰ ۲x۱

x۳
۰ x۳

۱ ۳x۲
۰ ۳x۲

۱




ω۰

ω۱

ω′
۰

ω′
۱

 =


x۱ − x۰

۱
۲(x۲

۱ − x۲
۰ )

۱
۳(x۳

۱ − x۳
۰ )

۱
۴(x۴

۱ − x۴
۰ )

 .

�آیند م بدست آمده�اند زیر فرمول در که صورت به انتگرال�گیری ضرایب بالا دستگاه حل با ،x۱ − x۰ = h دهیم قرار ∫اگر x۱

x۰

f(x)dx =
h

۲
f(x۰) +

h

۲
f(x۱) −

h۲

۱۲
f ′(x۰) +

h۲

۱۲
f ′(x۱) + E(f)

=
h

۲

[
f(x۰) + f(x۱)

]
− h۲

۱۲

[
f ′(x۰) − f ′(x۱)

]
+ E(f)

(١۴.۵)

جمله�ی است. ۳ آن دقت درجه یعن E(P۳) = ۰ که است واضح �گویند. م هم اصلاح�شده ذوزنقه�ای فرمول آن به که

�آوریم. م بدست ری دی طریق به را آن ادامه در اما آورد، بدست قبل مثال مشابه ��توان م را خطا

درونیابی x۱ و x۰ در را آن مشتق و f که p۳ ارمیت درونیاب چندجمله�ای از انتگرال�گیری با �توان م را فرمول این

جدول داده�های بر مبتن ارمیت درونیاب چندجمله�ای ابتدا آورد. بدست �کند، م

x x۰ x۱

f(x) f(x۰) f(x۱)

f ′(x) f ′(x۰) f ′(x۰)

است. زیر صورت به تقسیم�شده تفاضلات جدول �آوریم. م بدست نیوتن روش با را

x۰ f(x۰)

x۰ f(x۰) f ′(x۰)

x۱ f(x۱) f [x۰, x۱]
f [x۰,x۱]−f ′(x۰)

h

x۱ f(x۱) f ′(x۱)
f ′(x۱)−f [x۰,x۱]

h
f ′(x۱)+f ′(x۰)−۲f [x۰,x۱]

h۲
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از عبارتست درونیاب چندجمله�ای

p۳(x) = f(x۰) + (x − x۰)f
′(x۰) +

f [x۰, x۱] − f ′(x۰)

h
(x − x۰)

۲

+
f ′(x۱) + f ′(x۰) − ۲f [x۰, x۱]

h۲
(x − x۰)

۲(x − x۱).

�شود م نوشته زیر صورت به (۴٣.٣) فرمول طبق خطا جمله�ی ،f ∈ C۴[x۰, x۱] اینکه فرض با

R۳(f, x) =
۱

۴!
(x − x۰)

۲(x − x۱)
۲f (۴)

(
ξ(x)

)
, ξ(x) ∈ [x۰, x۱].

داریم محاسبات قدری با و [x۰, x۱] بازه�ی روی p۳ از انتگرال�گیری ∫با x۱

x۰

p۳(x)dx =
h

۲
f(x۰) +

h

۲
f(x۱) −

h۲

۱۲
f ′(x۰) +

h۲

۱۲
f ′(x۱),

�توان م که است این نامعین ضرایب روش به نسبت درونیابی روش حسن است. (١۴.۵) انتگرال�گیری فرمول همان که

داریم آورد. بدست R۳(f, x) از انتگرال�گیری با مستقیماً را E(f) خطای فرمول

E(f) =

∫ x۱

x۰

R۳(f, x)dx =
۱

۴!

∫ x۱

x۰

(x − x۰)
۲(x − x۱)

۲f (۴)
(
ξ(x)

)
dx

=
f (۴)(η)

۴!

∫ x۱

x۰

(x − x۰)
۲(x − x۱)

۲dx

=
h۵

۷۲۰
f (۴)(η), η ∈ [x۰, x۱].

پرسش طبق و [x۰, x۱] روی (x− x۰)
۲(x− x۱)

۲ تابع ندادن علامت تغییر و f (۴) پیوستگ دلیل به دوم سطر در تساوی

ببینید. را ۵ پرسش برد. ار ب را فرمول این مرکب صورت �توان م بزرگ، بازه�ی ی روی انتگرال�گیری برای است. برقرار ١

”ارمیت-درونیاب-فرمول“ گاه �کنند، م استفاده تابع مشتقات مقادیر از که آن مشابه فرمول�های و فرمول این به

♢ �گویند. م

تعداد صورت این در باشند. مجهول هم xk انتگرال�گیری نقاط ،ωk وزن�های بر علاوه �کنیم م فرض بعد مثال در

فرمول�هایی بنابراین شوند. استفاده هم بالاتر درجه چندجمله�ایهای است لازم آن�ها تعیین برای و است برابر دو مجهولات

�آیند. م بدست بالاتر دقت درجه با

نقطه�ایِ ی فرمول که �آوریم م بدست طوری را ω۰ وزن و x۰ نقطه�ی .٨.۵ ∫مثال ۱

−۱

f(x)dx = ω۰f(x۰) + E(f),

اعضای برای بالا فرمول �کنیم م فرض شوند، تعیین مجهول دو باید که آنجا از باشد. چندجمله�ای دقت درجه ماکزیمم از

داریم باشد. دقیق {۱, x}

f(x) = ۱ : ω۰ = ۲

f(x) = x : ω۰x۰ = ۰
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درجه دیدیم، هم اینجا و شد گفته قبلا که همانگونه است. میان نقطه فرمول همان این .ω۰ = ۲ و x۰ = ۰ �دهد م که

است. دو آن دقت

ل ش به فرمول این �آوریم. م بدست مجهول ضرایب و نقاط با نقطه�ای دو فرمول ی ∫حال ۱

−۱

f(x)dx = ω۰f(x۰) + ω۱f(x۱) + E(f),

�آیند م بدست زیر معادلات است. دقیق {۱, x, x۲, x۳} روی �کنیم م فرض مجهولات تعیین برای که است،

ω۰ + ω۱ = ۲

ω۰x۰ + ω۱x۱ = ۰

ω۰x
۲
۰ + ω۱x

۲
۱ =

۱

۳
ω۰x

۳
۰ + ω۱x

۳
۱ = ۰

ی هیچ دید �توان م سادگ به ابتدا �کنیم. م عمل زیر صورت به آن حل برای است. خط غیر معادلات دستگاه ی که

داریم کنیم، کم چهارم معادله�ی از و کرده ضرب x۲
۰ در را دوم معادله�ی اگر نیستند. صفر ω۱ و ω۰ ،x۱ ،x۰ مجهولات از

پس �رسند. م تناقض به دوم و اول معادله�ی ،x۱ = x۰ اگر .x۱ = ±x۰ �دهد م هم این که ،ω۱x۱(x
۲
۱ − x۲

۰ ) = ۰

داریم اول معادله�ی از استفاده و دوم معادله�ی در ذاری جای با .x۱ = −x۰

ω۰ = ω۱ = ۱.

داریم x۱ = −x۰ اینکه به توجه با و سوم معادله در وزن�ها این ذاری جای با ر دی طرف از

x۰ = −
√

۳

۳
, x۱ =

√
۳

۳
.

�آید م بدست زیر نقطه�ای دو فرمول ∫بنابراین ۱

−۱

f(x)dx = f
(
−

√
۳

۳

)
+ f
(√۳

۳

)
+ E(f), (١۵.۵)

E(f) = cf (۴)(ξ) صورت به خطا جمله�ی ،f ∈ C۴[−۱, ۱] اگر پس .E(P۳) = ۰ یعن است، ۳ دقت درجه از که

�آید، م بدست c = ۱/۱۳۵ مقدار با (١۵.۵) در f(x) = x۴ دادن قرار با c ضریب بود. خواهد ξ ∈ [−۱, ۱] ی برای

داریم یعن

E(f) =
۱

۱۳۵
f (۴)(ξ)

.
= ۰٫ ۰۰۷۴f (۴)(ξ), ξ ∈ [−۱, ۱].

فرمول�های فرمول�ها، این به است. ۲n−۱دقت درجه دارای بسازیم بالا روش به نقطه�ای n فرمول ی اگر که است واضح

دارد غیرخط معادلات دستگاه ی حل به نیاز نامعین روشضرایب با آن�ها آوردن بدست �گویند. م گاوس انتگرال�گیری
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در آورد. خواهیم بدست را گاوس فرمول�های متفاوت دیدگاه با ۵.۵ بخش در است. دشواری کار n بزرگ مقادیر برای که

آن در که �دهیم، م ارائه مثال ی تنها اینجا

I =

∫ ۱

−۱

۱

۱ + x۲
dx

است، I = π
۲

.
= ۱٫ ۵۷۰۸ که دقیق جواب با را جواب�ها و �آوریم م بدست نقطه�ای دو گاوس و ساده ذوزنقه�ای روش با را

�دهد م ذوزنقه�ای روش �کنیم. م مقایسه

I ≈ ۲

۲

[
f(−۱) + f(۱)

]
= ۱, خطا .

= ۰٫ ۵۷۰۸

دارد بر در را زیر نتیجه�ی نقطه�ای دو گاوس روش و

I ≈ f(−۱/
√

۳) + f(۱/
√

۳) =
۱

۱ + ۱/۳
+

۱

۱ + ۱/۳
= ۱٫ ۵, خطا .

= ۰٫ ۰۷۰۸.

تقریب کنیم استفاده بیشتر نقاط تعداد با گاوس فرمول�های از اگر �دهد. م ارائه بهتری تقریب روشگاوس که است واضح

♢ آورد. خواهیم بدست خوبی بسیار

رامبرگ انتگرال�گیری روش ٣.۵

قرار استفاده مورد منف وزن�های داشتن دلیل به بالا مرتبه نیوتن-کاتس فرمول�های کردیم، اشاره پیش�تر که همانطور

باید آوریم، بدست دقیق�تری تقریب باشد لازم اگر �شود. م استفاده مرکب پایین مرتبه فرمول�های از معمولا و �گیرند نم

محاسبات خطاهای بروز احیاناً و تابع ارزیابی�های تعداد رفتن بالا به منجر که کنیم، �تر کوچ و کوچ را h گام طول

شد. خواهد

به �توان م باشیم، داشته مشتق�گیری فرمول خطای برای مجانبی بسط ی اگر که دیدیم عددی مشتق�گیری بحث در

ار ب هم عددی انتگرال�گیری برای �توان م را ایده این آورد. بدست دقیق�تری فرمول�های ریچاردسون، برونیابی ایده�ی کم

برای را ریچاردسون ایده�ی بخش این در باشیم. داشته خطا برای h توان�های حسب بر مجانبی بسط ی است لازم اما برد.

مجانبی بسط ،m > ۱ ،f ∈ C۲m[a, b] فرض با �بریم. م کار به مرکب ذوزنقه�ای ∫فرمول b

a

f(x)dx − Tn(f) = α۱h
۲ + α۲h

۴ + α۳h
۶ + · · · + αm−۱h

۲m−۲ + O(h۲m),

به وابسته αk ضرایب شده�اند. ظاهر h زوج توان�های فقط آن در که کرد، اثبات مرکب ذوزنقه�ای فرمول برای �توان م را

دقیق مقدار و �کنیم م استفاده T ۰
h از Tn(f) نماد بجای بخش) این (در پس این از �باشند. م h از مستقل و f مشتقات

�شود م نوشته زیر صورت به بالا بسط بنابراین �دهیم. م نشان I با قبل همانند را انتگرال

I − T ۰
h = α۱h

۲ + α۲h
۴ + α۳h

۶ + · · · + αm−۱h
۲m−۲ + O(h۲m), (١۶.۵)
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�رسیم م زیر فرمول به کنیم تبدیل h/۲ به را h اگر است. O(h۲) از خطا �دهد م نشان که

I − T ۰
h/۲ =

α۱

۴
h۲ +

α۲

۱۶
h۴ +

α۳

۶۴
h۶ + · · · + αm−۱

۲۲m−۲ h۲m−۲ + O(h۲m). (١٧.۵)

کاف کار این برای �آوریم. م بدست h۴ مرتبه�ی با فرمول و حذف را h۲ ضریب (١٧.۵) و (١۶.۵) فرمول�های بین اکنون

�دهد م که کنیم، کم (١٧.۵) برابر چهار از را (١۶.۵) است

I −
۴T ۰

h/۲ − T ۰
h

۳︸ ︷︷ ︸
T ۱

h/۲

= α̂۲h
۴ + α̂۳h

۶ + · · · + α̂m−۱h
۲m−۲ + O(h۲m), (١٨.۵)

مرتبه�ی از ،T ۱
h/۲ جدید، فرمول .α̂k = −۱

۳(۱ − (۱
۲)۲k−۲)αk کل بطور و ،α̂۳ = − ۵

۱۶α۳ ،α̂۲ = −۱
۴α۲ آن در که

کرد مرتب زیر صورت به جدول ی در را اطلاعات �توان م است. h۴

T ۰
h

T ۰
h/۲ T ۱

h/۲

شامل معادلات بین h۲ ضریب حذف با و آورد بدست (١٧.۵) در h/۲ به h تبدیل با را T ۰
h/۴ �توان م ترتیب همین به

جدید فرمول به T ۰
h/۴ و T ۰

h/۲

T ۱
h/۴ =

۴T ۰
h/۴ − T ۰

h/۲

۳

داریم محاسبات انجام از پس واقع در است. h۴ مرتبه�ی از که رسید

I − T ۱
h/۴ =

α̂۲

۱۶
h۴ +

α̂۳

۶۴
h۶ + · · · + α̂m−۱

۲۲m−۲ h۲m−۲ + O(h۲m). (١٩.۵)

است درآمده زیر صورت به و دارد بیشتری درایه�های اکنون قبل جدول

T ۰
h

T ۰
h/۲ T ۱

h/۲

T ۰
h/۴ T ۱

h/۴

،T ۱
h/۲k درایه�های که که دوم ستون و h۲ مرتبه�ی از فرمول�هایی است، ،k > ۰ ،T ۰

h/۲k درایه�های شامل که جدول اولِ ستون

برای بسازیم. هم را جدول سوم ستون �توانیم م اینجا در �دهند. م ارائه h۴ مرتبه�ی از فرمول�هایی دارد، بر در را ،k > ۱

است کاف �سازیم. م h۶ مرتبه�ی با فرمول و کرده حذف را h۴ ضریب (١٩.۵) و (١٨.۵) فرمول�های بین منظور این

جدید فرمول به منجر کار این کنیم. کم آن از را (١٨.۵) و کرده ضرب ۴۲ = ۱۶ در (١٩.۵)

T ۲
h/۴ :=

۱۶T ۱
h/۴ − T ۱

h/۲

۱۵
=

۴۲T ۱
h/۴ − T ۱

h/۲

۴۲ − ۱
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داریم و است h۶ مرتبه�ی از که �شود م

I − T ۲
h/۴ = α̃۳h

۶ + α̃۴h
۸ + · · · + α̃m−۱h

۲m−۲ + O(h۲m),

جدول است. جدول سوم سطر و سوم ستون در T ۲
h/۴ درایه�ی جای �آیند. م بدست αk حسب بر صریحاً α̃k مقادیر که

است زیر صورت به جدید

T ۰
h

T ۰
h/۲ T ۱

h/۲

T ۰
h/۴ T ۱

h/۴ T ۲
h/۴

روشذوزنقه�ای مقادیر اول، ستون داد. ادامه بعدی ستون�های آن تبع به و بعدی سطرهای کردن اضافه با �توان م را محاسبات

ستون در بالا و قبل درایه روی از ر دی درایه�های �باشد. م سطر) هر در شدن نصف (با مختلف گام�های طول بازای مرکب

تعداد افزایش با نیست. ر دی ستون�های در تابع مقادیر محاسبه�ی به نیازی اول، ستون از غیر به بنابراین �آیند. م بدست قبل

به جدول، ستون�های و سطر از متناه تعداد تولید با عمل در �یابد. م افزایش h زوج توان�های با خطا مرتبه�ی ستون�ها،

�گوییم. رامبرگم روش انتگرال�گیری، روش این به یافت. خواهیم دست نظر مورد دقت

جدید نماد سادگ برای

R(k, j) := T j

h/۲k , k > ۰, ۰ 6 j 6 k,

�گیریم م نظر در زیر ل ش به را رامبرگ جدول و �کنیم م تعریف را

R(۰, ۰)

R(۱, ۰) R(۱, ۱)

R(۲, ۰) R(۲, ۱) R(۲, ۲)
... ... ... . . .

فرمول با ر، دی درایه�های و �آید م دست به مرکب ذوزنقه�ای روش با اول ستون

R(k, j) =
۴jR(k, j − ۱) − R(k − ۱, j − ۱)

۴j − ۱
, k > ۱, ۱ 6 j 6 k, (٢٠.۵)

دارد. بر در h۲j مرتبه از تقریب�هایی j-ام ستون �شوند. م تعیین

شویم: عددی روش�های به متوسل باید آن تخمین برای و ندارد مقدمات توابع حسب بر اولیه تابع زیر، انتگرال .٩.۵ مثال

∫ ۱

۰

sin x

۱ + x
dx.
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نصف بار هر را آن و �کنیم م شروع h = ۱ با �آوریم. م بدست رامبرگ روش کم به آن از تقریب�هایی مثال، این در

داریم مرکب ذوزنقه�ای فرمول از استفاده با �کنیم. م

R(۰, ۰) = T ۰
h =

۱

۲
[f(۰) + f(۱)]

.
= ۰٫ ۲۱۰۴

R(۱, ۰) = T ۰
h/۲ =

۱

۴
[f(۰) + ۲f(

۱

۲
) + f(۱)]

.
= ۰٫ ۲۶۵۰

�آوریم، م بدست را R(۱, ۱) درایه�ی مقدار، دو این کم به

R(۱, ۱) =
۴R(۱, ۰) − R(۰, ۰)

۳
.
= ۰٫ ۲۸۳۲

از پیش بنویسید. کار این برای برنامه�ای �دهید م ترجیح و نیستید موافق صورت این به محاسبات ادامه�ی با هم شما قطعاً

قبل از شود نصف h گام طول است قرار که دفعات تعداد اگر یریم. ب نظر در محاسبات توقف برای شرط است لازم آن

فرمول با ترتیب به را بعدی ستون�های سپس و �کنیم م تولید ذوزنقه�ای فرمول کم به را اول ستون ابتدا باشد، شده داده

مقدار بخواهیم اگر اما است. مشخص قبل از جدول ستون�های و سطرها تعداد حالت، این در �کنیم. م محاسبه (٢٠.۵)

به که سطر هر در و کنیم تولید سطر به سطر را رامبرگ جدول باید آوریم، بدست تعیین�شده�ای پیش از دقت با را انتگرال

را انتگرال دقیق مقدار معمولا چون باشد. شده تعیین پیش از دقتِ ε کنیم فرض شویم. متوقف رسیدیم مفروض دقت

شرط که k-ام سطر در نداریم،

|R(k, k) − R(k, k − ۱)| 6 ε,

در شده محاسبه مقدار آخرین دو اختلاف اندازه�ی که �یابد م پایان وقت وریتم ال حقیقت در �شویم. م متوقف شود، برقرار

است: زیر صورت به جدول) سطر به سطر تولید (با رامبرگ روش برنامه�ی توضیحات این با باشد. تر کوچ ε از k-ام سطر

function int = romberg(a,b,ep,f)

R(1,1)=trapez(a,b,1,f);

k=2;

while(1)

R(k,1)= trapez(a,b,2^(k-1),f);

for j=2:k

R(k,j)=(4^(j-1)*R(k,j-1)-R(k-1,j-1))/(4^(j-1)-1);

end

if abs(R(k,k)-R(k,k-1))<ep break; end

k=k+1;
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end

int=R(k,k); disp(R);

برای تابع این فراخوان است. انتگرال تحت تابع f و شده تعیین پیش از دقت ep انتگرال، کران�های b و a برنامه این در

�شود: م انجام زیر صورت به اخیر مثال

f = @(x) sin(x)./(1+x);

int = romberg(0,1,10^-6,f)

رامبرگ جدول هم که داشت، خواهیم را زیر خروج برنامه این اجرای با �شود. م انجام ۱۰−۶ دقت برای محاسبات اینجا در

دارد: بر در را انتگرال تقریب عنوان به درایه آخرین هم و

0.210367746201974 0 0 0

0.264992385969055 0.283200599224748 0 0

0.279353950553051 0.284141138747717 0.284203841382581 0

0.283004275424243 0.284221050381307 0.284226377823546 0.284226735544831

int =

0.284226735544831

واحد برابر را ep مقدار بالا برنامه�ی در اگر است. ۰٫ ۲۸۴۲۲۶۹۸۵۵۱۲۴۱۱ اعشار رقم ۱۵ تا انتگرال این تقریبی مقدار

♢ �رسیم. م جواب این به رامبرگ جدول از ستون و سطر هشت تولید با دهیم، قرار eps یعن گردکردن

مقادیر است لازم اول ستون در تنها شد، گفته هم قبلا که همانطور هستند. توجه قابل زیر نکات رامبرگ فرمول درباره�ی

قرار اول ستون در که ،h = (b − a)/۲k−۱ ،f(a + ih) مقادیر از R(k, j) درایه�ی محاسبه�ی برای شوند. محاسبه تابع

. . . ،h/۴ ،h/۲ گام�های طول بازای مرکب سیمسن فرمول مقادیر همان رامبرگ جدول دوم ستون �شود. م استفاده دارند،

(روش n = ۴ بازای مرکب بسته�ی نیوتن-کاتس فرمول مقادیر سوم ستون داد نشان �توان م ببینید. را ۶ پرسش �دهد. م را

مورد در نکته مهمترین اما ندارند. نیوتن-کاتس فرمول�های با ارتباط هیچ ستون�ها بقیه�ی اما دارد. بر در را مرکب) میلن

داریم حقیقت در بود. خواهند مثبت هم وزن�ها کنیم، مرتب تابع مقادیر حسب بر را آن اگر که است این رامبرگ فرمول

R(k, j) =
n∑

i=۰

ω
(j)
k,if(a + ih), n = ۲k−۱, h =

b − a

n
, (٢١.۵)
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آن در که
n∑

i=۰

ω
(j)
k,i = b − a, ω

(j)
k,i > ۰. (٢٢.۵)

ذاری جای با هم (٢٢.۵) اول قسمت است. روشن رامبرگ، فرمول ساختن نحوه�ی به توجه با (٢١.۵) معادله�ی بودن برقرار

علاقه�مندان �شود. نم ارائه اینجا در و است پیچیده قدری وزن�ها بودن مثبت اثباتِ اما �آید. م بدست f(x) = ۱ ثابت تابع

ورودی داده�های در اختلال به نسبت رامبرگ فرمول وزن�ها، بودن مثبت به توجه با بنابراین ببینند. را [١] مرجع �توانند م

است. پایدار

تطبیق عددی انتگرال�گیری ۴.۵

تقسیم مساوی طول به زیربازه�هایی به انتگرال، تحت تابع از مستقل انتگرال�گیری، بازه�ی مرکب، انتگرال�گیری فرمول�های در

تغییرات ر دی نقطه�ی به نقطه�ای از [a, b] بازه�ی روی آن) پایین مرتبه مشتقات (یا انتگرالده اندازه�ی کنیم فرض �شود. م

انتگرالده) وضعیت به (بسته متفاوت طول�های با زیربازه�هایی به [a, b] بازه�ی است بهتر صورت این در باشد. داشته شدید

یرید ب نظر در را زیر تابع مثال عنوان به شود. تقسیم

f(x) =
۱

۱۰−k + x۲
, x ∈ [−۱, ۱], k > ۰.

در تابع این است. شده رسم ۵.۵ ل ش راست سمت در k = ۳ بازای و چپ سمت در k = ۲ بازای تابع این نمودار
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ل ش قله�ای تابع ی نمودار :۵.۵ ل ش

چنین از انتگرال�گیری برای �کند. م رفتار ثابت) حت (یا خط توابع شبیه انتها دو نزدی در و دارد تندی شیب اطرافصفر

این شوند. انتخاب بزرگتر گام�ها طول ر دی جاهای در و ریزتر گام�ها طول است، تند شیب که جاهایی در است بهتر ، تابع

معلوم پیش از گام�ها) (طول زیربازه�ها انتخاب شده داده تابع ی برای اما �شود. م محاسبات هزینه�ی کاهش باعث کار



١۶٣ عددی انتگرال�گیری .۵ فصل

Q(f) نهایی تقریب که �شوند م تنظیم نحوی به خودکار طور به گام�ها طول ، تطبیق انتگرال�گیری فرمول ی در نیست.

تعیین�شده�ی پیش از خطای ∫∣∣∣∣در b

a

f(x)dx − Q(f)

∣∣∣∣ 6 ε, (٢٣.۵)

باید عمل در اما �شود. م داده تطبیق انتگرالده موضع رفتار با زیربازه�ها طول ، تطبیق فرمول ی در حقیقت، در کند. صدق

،۰ 6 k 6 n−۱ ،[xk, xk+۱]زیربازه�های فرضکنیم حدسزد. نقطه چند در آن مقادیر روی از را انتگرالده موضع رفتار

در دهیم) نشان Qk(f) با را آن (که ،[xk, xk+۱] زیربازه�ی هر در انتگرال تقریب که آورده�ایم بدست طوری ∫∣∣∣∣را xk+۱

xk

f(x)dx − Qk(f)

∣∣∣∣ 6 hk

b − a
ε, k = ۰, ۱, . . . , n, hk = xk+۱ − xk, (٢۴.۵)

دادن قرار با آنگاه کند. صدق

Q(f) = Q۰(f) + Q۱(f) + · · · + Qn−۱(f),

.
∫ b

a
=
∫ x۱

a
+
∫ x۲

x۱
+ · · · +

∫ b

xn−۱
و

n−۱∑
k=۰

hk = b − a زیرا بود، خواهد برقرار (٢٣.۵) شرط

[a, b] بازه�ی ابتدا که است صورت این به کار روش �دهیم. م ارائه سیمسن روش بر مبتن تطبیق روش ی اینجا در

کنیم). شروع نیز است [a, b] همان که زیربازه ی با �توانیم (م �کنیم. م تقسیم h سان ی طول به زیربازه� اندک تعداد به را

�آوریم م بدست h/۴ گام طول با ری دی و h/۲ گام طول با ی سیمسن فرمول با انتگرال برای تقریب دو زیربازه هر در

عنوان به تقریب این کند، صدق (٢۴.۵) در خطا اگر �زنیم. م تخمین را انتگرال�گیری خطای تقریب دو این کم به و

را زیربازه� نشود، برآورده (٢۴.۵) شرط اگر اما �رویم. م بعد زیربازه�ی سراغ به و شد خواهد حفظ مذکور زیربازه�ی تقریب

تعداد اکنون (که زیربازه�ها همه�ی برای (٢۴.۵) شرط که آنجا تا را کار این �کنیم. م تکرار را محاسبات و �کنیم م نصف

�کنیم. م تکرار شود، برقرار است) شده بیشتر آن�ها

کنیم فرض [xk, xk+۱] نوع زیربازه�ی در

Ik =

∫ xk+۱

xk

f(x)dx, h = xk+۱ − xk.

�آوریم: م بدست h/۴ گام طول با ری دی و h/۲ گام طول با ی انتگرال این برای سیمسن تقریب دو

S =
h

۶

[
f(xk) + ۴f

(
xk +

h

۲

)
+ f(xk+۱)

]
, (٢۵.۵)

S ′ =
h

۱۲

[
f(xk) + ۴f

(
xk +

h

۴

)
+ ۲f

(
xk +

h

۲

)
+ ۴f

(
xk +

۳h

۴

)
+ f(xk+۱)

]
. (٢۶.۵)

است. آن از زیربازه دو روی مرکب سیمسن فرمول S ′ فرمول و [xk, xk+۱] بازه�ی روی ساده سیمسن فرمول ،S فرمول

باشد، هموار کاف اندازه�ی به f اگر کرده�ایم. استفاده Q بجای S علامت از است، سیمسن روش بر مبتن ما روش چون



تطبیق عددی انتگرال�گیری ۴.۵ ١۶۴

است زیر صورت به بالا فرمول دو از ی هر انتگرال�گیریِ خطای

Ik − S = −
(

h

۲

)۵
f (۴)(ξ۱)

۹۰
, (٢٧.۵)

Ik − S ′ = −۲

(
h

۴

)۵
f (۴)(ξ۲)

۹۰
. (٢٨.۵)

شده ظاهر [xk, xk+۱] از زیربازه دو روی فرمول بودن مرکب خاطر به خطا جمله�ی پشت ۲ ضریب ،(٢٨.۵) فرمول در

اندازه�ی به بازه این که وقت برای کنیم فرض اگر هستند. [xk, xk+۱] در متفاوت احیاناً مجهولات ξ۲ و ξ۱ مقادیر است.

و (٢٧.۵) از (٢٨.۵) کردن کم با باشند، f (۴)(ξ) برابر و سان ی تقریباً f (۴)(ξ۲) و f (۴)(ξ۱) مقادیر باشد، کوچ کاف

داریم ساده�سازی از بعد

−۲

(
h

۴

)۵
f (۴)(ξ)

۹۰
≈ S ′ − S

۱۵
.

�آوریم م بدست خطا برای را زیر فرمول ،(٢٨.۵) در ذاری جای با

Ik − S ′ ≈ S ′ − S

۱۵
. (٢٩.۵)

به که است چیزی همان این است. متوال تقریب دو اختلاف ۱
۱۵ تقریباً ،S ′ فرمول خطای که است این بیانگر معادله این

در خطا تخمین این اگر حال .f مقادیر برخ از استفاده با خطا تخمین بودیم: دنبالش

E :=
۱

۱۵

∣∣S ′ − S
∣∣ 6 h

b − a
ε, (٣٠.۵)

بازه�ی نباشد، برقرار (٣٠.۵) اگر اما �رویم. م بعد بازه�ی سراغ به و �گیریم م نظر در Ik تقریب عنوان به را S ′ کند، صدق

�کنیم. م تشریح مثال ی با را فرآیند این �کنیم. م تکرار را محاسبات و کرده نصف را [xk, xk+۱]

از تقریبی .١٠.۵ مثال

I =

∫ ۱

۰

exp(−۱۰x)dx

و صفر اطراف در تندی شیب دارای انتگرال تحت تابع �آوریم. م بدست ε = ۱۰−۴ خطای با بالا تطبیق روش کم به

تشریح تطبیق روش به �خواهیم م و نداریم تابع این ل ش از اطلاع فرضکنیم اما است. ۱ نزدی در ملایم بسیار شیب

نمایش اعشار رقم هشت تا اما انجام برابر دو دقت در محاسبات بزنیم. تخمین ε خطای با را انتگرال این مقدار بالا در شده

داریم �کنیم. م شروع h = ۱ و [۰, ۱] بازه�ی با �شوند. م داده

S[۰, ۱] =
۱

۶

[
f(۰) + ۴f

(۱

۲

)
+ f(۱)

]
.
= ۰٫ ۱۷۱۱۶۶۲۰

S ′[۰, ۱] =
۱

۱۲

[
f(۰) + ۴f

(۱

۴

)
+ ۲f

(۱

۲

)
+ ۴f

(۳

۴

)
+ f(۱)

]
.
= ۰٫ ۱۱۲۰۰۶۱۳



١۶۵ عددی انتگرال�گیری .۵ فصل

است زیر صورت به خطا تخمین و

E[۰, ۱] =
۱

۱۵
|S ′ − S| .

= ۰٫ ۰۰۳۹ �
h

b − a
ε = ۱۰−۴.

[۱
۲ , ۱] زیربازه�ی در �دهیم. م ادامه را محاسبات h = ۱/۲ و [۱

۲ , ۱] و [۰, ۱
۲ ] بازه�ی زیر دو به [۰, ۱] بازه�ی تقسیم با پس

داریم

S[
۱

۲
, ۱] =

۱

۱۲

[
f
(۱

۲

)
+ ۴f

(۳

۴

)
+ f(۱)

]
.
= ۰٫ ۰۰۰۷۴۹۶۴

S ′[
۱

۲
, ۱] =

۱

۲۴

[
f
(۱

۲

)
+ ۴f

(۵

۸

)
+ ۲f

(۶

۸

)
+ ۴f

(۷

۸

)
+ f(۱)

]
.
= ۰٫ ۰۰۰۶۷۶۸۸

E[
۱

۲
, ۱] =

۱

۱۵
|S ′ − S| .

= ۴٫ ۸۵۰۵ × ۱۰−۶ <
۱/۲

۱
۱۰−۴

داریم �رویم. م [۰, ۱
۲ ] زیربازه�ی سراغ به و �کنیم م ذخیره [۱

۲ , ۱] زیربازه�ی در انتگرال تقریب عنوان به را S ′[۱
۲ , ۱] بنابراین

S[۰,
۱

۲
]

.
= ۰٫ ۱۱۱۲۵۶۴۹, S ′[۰,

۱

۲
]

.
= ۰٫ ۱۰۰۴۵۸۲۵

E[۰,
۱

۲
]

.
= ۷٫ ۱۹۸۸ × ۱۰−۴ �

۱/۲

۱
۱۰−۴,

فرض با و مشابه محاسبات با کنیم. تقسیم زیربازه دو به را زیربازه� این باید است، نشده برآورده خطا کران اینکه به توجه با

داریم h = ۱/۴

S[
۱

۴
,
۱

۲
]

.
= ۰٫ ۰۰۷۶۲۰۵۸, S ′[

۱

۴
,
۱

۲
]

.
= ۰٫ ۰۰۷۵۴۰۸۱

E[
۱

۴
,
۱

۲
]

.
= ۵٫ ۳۱۸۲ × ۱۰−۶ <

۱/۴

۱
۱۰−۴,

�کنیم. م ذخیره [۱
۴ , ۱

۲ بازه�ی[ در انتگرال تقریب عنوان به هم را S ′[۱
۴ , ۱

۲ پس[ است. شده برآورده خطا معیار �دهد م نشان که

داریم [۰, ۱
۴ ] زیربازه�ی در

S[۰,
۱

۴
]

.
= ۰٫ ۰۹۲۸۳۷۶۷, S ′[۰,

۱

۴
]

.
= ۰٫ ۰۹۱۸۶۵۸۴

E[۰,
۱

۴
]

.
= ۶٫ ۴۷۸۹ × ۱۰−۵ �

۱/۴

۱
۱۰−۴,

داریم h = ۱/۸ فرض با کنیم. تقسیم زیربازه دو به را بازه این باید �دهد م نشان که

S[
۱

۸
,
۱

۴
]

.
= ۰٫ ۰۲۰۴۵۸۵۳, S ′[

۱

۸
,
۱

۴
]

.
= ۰٫ ۰۲۰۴۴۳۰۵

E[
۱

۸
,
۱

۴
]

.
= ۱٫ ۰۳۲۲ × ۱۰−۶ <

۱/۸

۱
۱۰−۴,



تطبیق عددی انتگرال�گیری ۴.۵ ١۶۶

ر دی طرف از �شود. م منظور [۱
۸ , ۱

۴ ] روی انتگرال تقریب عنوان به نیز S ′[۱
۸ , ۱

۴ ] پس �کند. م برآورده را خطا ملاک که

داریم

S[۰,
۱

۸
]

.
= ۰٫ ۰۷۱۴۰۷۳۰۲, S ′[۰,

۱

۸
]

.
= ۰٫ ۰۷۱۳۵۳۲۶

E[۰,
۱

۸
]

.
= ۳٫ ۶۰۳۰ × ۱۰−۶ <

۱/۸

۱
۱۰−۴,

به اینجا در تطبیق فرآیند بود. خواهد [۰, ۱
۸ ] روی انتگرال تخمین نیز S ′[۰, ۱

۸ ] و �کند م برآورده را خطا ملاک هم این که

�دهیم م قرار آخر در و �رسد م اتمام

Q(f) = S ′[
۱

۲
, ۱] + S ′[

۱

۴
,
۱

۲
] + S ′[

۱

۸
,
۱

۴
] + S ′[۰,

۱

۸
]

.
= ۰٫ ۱۰۰۰۱۴۰۰.

داریم �آید. م بدست متناظر خطاهای جمع با کل خطای

E(f) = E[
۱

۲
, ۱] + E[

۱

۴
,
۱

۲
] + E[

۱

۸
,
۱

۴
] + E[۰,

۱

۸
]

.
= ۱٫ ۴۸۰۴ × ۱۰−۵ 6 ε,

تنظیم انتگرال�گیری روش که زیربازه�هایی همراه به تابع این نمودار است. شده برآورده کل خطای معیار �دهد م نشان که

است. شده رسم ۶.۵ ل ش در است، کرده
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ε = ۱۰−۴ خطای برای تطبیق سیمسن روش نهایی زیربازه�های و exp(−۱۰x) تابع نمودار :۶.۵ ل ش

♢ است. بیشتر زیربازه�ها تعداد است، تند شیب با قله� دارای تابع که صفر نزدی در که �شود م مشاهده

است: زیر صورت به شد، تشریح بخش این در که سیمسن روش بر مبتن تطبیق انتگرال�گیری روش برنامه�ی
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function int = SimpAdapt(a,b,L,m,ep,f)

h = (b-a)/m; x = a:h:b;

int = 0;

for k=1:m

s1 = simpson(x(k),x(k+1),2,f);

s2 = simpson(x(k),x(k+1),4,f);

e = abs(s2-s1)/15;

if e<h/L*ep

int = int+s2;

else

int = int + SimpAdapt(x(k),x(k+1),L,2,ep,f);

end

end

مقدار m �کند، م فراخوان را خودش تابع این اینکه به توجه با اما است، بازه اولیه�ی تقسیمات تعداد ابتدا در m تابع این در

هم است شده معرف قبلا که simpson تابع از است. b − a یعن بازه طول L عدد �گیرد. م برنامه طول در هم را ۲

دیدید، هم دست محاسبات در که همانگونه زیرا نیست، بهینه f تابع ارزیابی�های تعداد نظر از برنامه این �شود. م استفاده

ی تنها نقطه هر در f مقدار که شود اصلاح گونه�ای به برنامه این است بهتر �شود. م محاسبه بار چندین f(۰) مقدار مثلا

�گذاریم. م خواننده عهده�ی بر را اصلاح�شده برنامه�ی نوشتن شود. حفظ بعدی محاسبات برای و شود حساب بار

بنویسیم است کاف اخیر مثالِ برای بالا برنامه�ی فراخوان برای

f = @(x) exp(-10*x);

int = SimpAdapt(0,1,1,1,10^-4,f)

داد خواهد ارائه را زیر نتیجه�ی اجرا از پس که

int =

0.100013996957359



گاوس فرمول�های ۵.۵ ١۶٨

است. شده داده نمایش اعشار رقم ۱۵ تا اینجا در که

امروز به تا که است تطبیق انتگرال�گیری روش چندین از ی بالا تطبیق فرمول که �کنیم م اشاره نکته این به آخر در

کنند. مراجعه [۵ ،٣] مراجع به �توانند م علاقه�مندان شده�اند. طراح

گاوس فرمول�های ۵.۵

بدست nدقت درجه هم گاه و n−۱دقت درجه با نقطه�ای n درونیاب-فرمول ی �توان م همواره که دیدیم بخش۵.١ در

درجه با فرمول�هایی �توان م انتگرال�گیری نقاط اه جای کردن دستکاری با که کردیم مشاهده ٢.۵ بخش در طرف از آورد.

گاوس فرمول آن به که است ان�پذیر ام ۲n − ۱ دقت درجه با نقطه�ای n فرمول ی تعیین و آورد بدست هم بالاتر دقت

آیا �دانیم نم هنوز اینکه کما آورده�ایم، بدست نامعین ضرایب روش از که است شهودی پایه�ی بر اطلاعات این �گوییم. م

تا) (ی جواب دارای n هر بازای �شود م گاوس انتگرال�گیری گره�های و نقاط تعیین به منجر که غیرخط معادلات دستگاه

لازم منظور این برای �پردازیم. م موضوع این به نامعین ضرایب روش از متفاوت و دقیق�تر نگاه با بخش این در هست.

کنیم. معرف را متعامد چندجمله�ایهای ابتدا است

متعامد چندجمله�ایهای

اما کرد. بحث آن مورد در شایستگ به �توان نم کوتاه بخش این در که �کند م بازی عددی آنالیز در اساس نقش تعامد

داد. خواهیم توضیح مختصر به را انتگرال�گیری فرمول�های آوردن بدست در مفهوم این اساس کاربرد ی

مانند چندجمله�ایها از خانواده ی گوییم

{
p۰, p۱, . . . , pn, . . .

}
, pk ∈ Pk

اگر متعامدند، [a, b] بازه�ی روی w وزن تابع به نسبت

∫ b

a

w(x)pj(x)pk(x)dx = ۰, j ̸= k.

است. (a, b) باز بازه�ی روی پیوسته و مثبت تابع w وزن تابع

صورت به ۵.٣ بخش در که چبیشف چندجمله�ایهای مثال عنوان به

Tn(x) = cos(n cos−۱ x), n = ۰, ۱, ۲, . . . , x ∈ [۰, ۱],

x = cos t متغیر تغییر با زیرا متعامدند. [−۱, ۱] بازه�ی روی w(x) = (۱ − x۲)−۱/۲ وزن به نسبت شدند، تعریف
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نوشت �توان ∫م ۱

−۱

۱√
۱ − x۲

Tj(x)Tk(x)dx =

∫ ۱

−۱

۱√
۱ − x۲

cos(k cos−۱ x) cos(k cos−۱ x)dx

=

∫ π

۰

cos jt cos kt dt =
۱

۲

∫ π

۰

[
cos(j + k)t + cos(j − k)t

]
dt

=


۰, j ̸= k,

π, j = k = ۰,

π
۲ , j = k ̸= ۰.

ی است، مشهور گرم-اشمیت وریتم ال به که زیر روش کم به �توان م [a, b] بازه�ی و w وزن تابع داشتن با همواره

ضریب و p۱(x) = x− a۰p۰(x) �کنیم م فرض .p۰(x) ≡ ۱ �دهیم م قرار کرد: تولید متعامد چندجمله�ایهای از خانواده

باشیم داشته باید باشد. عمود p۱ بر p۰ که �کنیم م تعیین طوری را a۰∫ b

a

w(x)p۰(x)p۱(x) =

∫ b

a

w(x)(x − a۰)dx = ۰,

�دهد م نتیجه هم این که

a۰ =

∫ b

a
xw(x)dx∫ b

a
w(x)dx

.

استقرا با �دهیم. م ادامه بالاتر درجه چندجمله�ای�های ساختن برای را فرآیند این �شود. م تعیین p۱ چندجمله�ای ،a۰ تعیین با

متعامد چندجمله�ایهای کنیم فرض

{p۰, p۱, . . . , pℓ}

منظور این برای باشد. عمود �ها قبل تمام بر که بسازیم ونه�ای ب را pℓ+۱ یعن بعدی چندجمله�ای �خواهیم م و شده�اند ساخته

�دهیم م قرار

pℓ+۱(x) = xℓ+۱ − a۰p۰(x) − · · · − aℓpℓ(x).

باشیم داشته باید باشد عمود ،۰ 6 k 6 ℓ ،pk بر pℓ+۱ اینکه ∫برای b

a

w(x)pℓ+۱(x)pk(x)dx =

∫ b

a

w(x)
(
xℓ+۱ − a۰p۰(x) − · · · − aℓpℓ(x)

)
pk(x) = ۰.

ak ضریب از غیر به راست سمت انتگرال�های همه است، عمود ،j ̸= k ،pj بر pk استقرا فرض طبق اینکه به توجه با

داریم پس صفرند.

ak =

∫ b

a
w(x)xℓ+۱pk(x)dx∫ b

a
w(x)p۲

k(x)dx
, k = ۰, ۱, . . . , ℓ.

همین به �خورد. نم هم بر تعامد صفر، غیر ضریب هر در متعامد خانواده�ی ی عضو هر کردن ضرب با که است ذکر قابل

�کنند. م نرمال�سازی مناسبی صورت به را خانواده هر معمولا علت
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[−۱, ۱] w(x)روی ≡ ۱ وزن به نسبت {p۰, p۱, p۲, p۳} متعامد چندجمله�ایهای از خانواده ی �خواهیم م .١١.۵ مثال
صورت این در .p۱(x) = x − a۰p۰(x) و p۰(x) ≡ ۱ �دهیم م قرار بسازیم.

a۰ =

∫ ۱

−۱ xp۰(x)dx∫ ۱

−۱ p۲
۰ (x)dx

=

∫ ۱

−۱ xdx∫ ۱

−۱ dx
= ۰

آن در که p۲(x) = x۲ − a۰p۰(x) − a۱p۱(x) �کنیم م تعریف همچنین .p۱(x) = x این�رو از

a۰ =

∫ ۱

−۱ x۲p۰(x)dx∫ ۱

−۱ p۲
۰ (x)dx

=
۱

۳
, a۱ =

∫ ۱

−۱ x۲p۱(x)dx∫ ۱

−۱ p۲
۱(x)dx

= ۰.

به بالاتر درجه چندجمله�ایهای .p۳(x) = x۳ − ۳
۵x داریم بالا روند ادامه�ی با ،n = ۳ اگر .p۲(x) = x۲ − ۱

۳ بنابراین

اگر �شوند. م نامیده لژاندر چندجمله�ایهای ،w = ۱ وزن به نسبت متعامد چندجمله�ایهای �شوند. م ساخته ترتیب همین

چندجمله�ای چهار باشد، ۱ برابر x = ۱ در آنها مقدار که کنیم نرمال�سازی طوری را بالا در آمده بدست pj چندجمله�ایهای

از عبارتند لژاندر ابتدایی

P۰(x) = ۱,

P۱(x) = x,

P۲(x) =
۳

۲
x۲ − ۱

۲
,

P۳(x) =
۵

۲
x۳ − ۳

۲
x,

(٣١.۵)

استفاده Pn(x) نماد معمولا n درجه لژاندر چندجمله�ای نمایش برای است. شده ترسیم ٧.۵ ل ش در آن�ها نمودار که

�شود. م
 

 

 

1-  

1 

1 1-  

[−۱, ۱] بازه�ی روی سه تا صفر درجه لژاندر چندجمله�ایهای :٧.۵ ل ش
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زیر جمله�ای سه بازگشت رابطه�ی در لژاندر چندجمله�ایهای ببینید) را ... مرجع .. فصل مثال (برای کرد ثابت �توان م

�کنند م صدق

Pn+۱(x) =
۲n + ۱

n + ۱
xPn(x) − n

n + ۱
Pn−۱(x), n > ۱, P۰(x) = ۱, P۱(x) = x. (٣٢.۵)

بخش در �کنند. م صدق جمله�ای سه بازگشت رابطه�ی ی در متعامد چندجمله�ایهای خانواده�های همه�ی داد نشان �توان م

کردیم. ارائه را چبیشف چندجمله�ایهای بازگشت رابطه�ی ۵.٣

[۶] سوم فصل در را اول قضیه�ی اثبات �توانید م که �کنیم م بیان متعامد چندجمله�ایهای مورد در مهم قضیه چند اکنون

ببینید. را ١۶ پرسش �شود، م اثبات سادگ به دوم قضیه ببینید.

باشد. [a, b] بازه�ی wروی وزن تابع به نسبت متعامد چندجمله�ایهای از خانواده ی {p۰, p۱, . . .} فرضکنیم .١.۵ قضیه
متمایز ، حقیق هم که دارد ریشه� j دقیقاً pj چندجمله�ایِ j > ۱ هر برای است. j درجه�ی از دقیقاً pj هر که �دانیم م

هستند. (a, b) بازه�ی در و

پایه ی ،[a, b] روی متعامد چندجمله�ایهای خانواده�ی ی از {p۰, p۱, . . . pn} عضویِ n + ۱ مجموعه�ی .٢.۵ قضیه
�دهد. م یل تش Pn برای

داد بسط [a, b] بازه�ی روی زیر صورت به �توان م را q ∈ Pn هر بالا قضیه�ی طبق

q(x) = c۰p۰(x) + c۱p۱(x) + · · · + cnpn(x), x ∈ [a, b], ck ∈ R,

�گویند. م متعامد بسط ی آن به که

متعامد چندجمله�ایهای با گاوس فرمول�های ارتباط

�گیریم م نظر در را زیر وزن�دار انتگرال�گیری ∫فرمول b

a

w(x)f(x)dx =
n∑

k=۱

ωkf(xk) + En(f), (٣٣.۵)

نقاط ببینیم �خواهیم م شود. حاصل نقطه�ای n فرمول ی تا است شده شروع ی از قبل خلاف بر ما سی اندیس آن در که

قضیه�ی در چیز همه باشیم. داشته چندجمله�ای دقت درجه حداکثر از فرمول ی تا کنیم انتخاب ونه چ را ωk ضرایب و xk

�شود. م خلاصه زیر

چندجمله�ای .En(Pn−۱) = ۰ یعن باشد، درونیاب-فرمول ی (٣٣.۵) کنیم فرض .٣.۵ قضیه

πn(x) := (x − x۱)(x − x۲) · · · (x − xn)

دقتچندجمله�ای درجه دارای (٣٣.۵) فرمول اگر تنها و اگر است، عمود [a, b]رویw وزن به نسبت Pn−۱ اعضای تمام بر

.En(P۲n−۱) = ۰ یعن باشد، ۲n − ۱
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πnpn−۱ ∈ داریم pn−۱ ∈ Pn−۱ هر برای چون باشد. ۲n−۱ دقت درجه دارای (٣٣.۵) فرمول فرضکنیم ابتدا برهان.

نوشت �توان م ،P۲n−۱∫ b

a

w(x)πn(x)pn−۱(x)dx =
n∑

k=۱

ωkπn(xk)pn−۱(xk) = ۰,

p۲n−۱ ∈ P۲n−۱ فرضکنیم عکس بر است. عمود Pn−۱ بر πn �دهد م نشان این .۱ 6 k 6 n برای πn(xk) = ۰ زیرا

�دهد م πn بر p۲n−۱ تقسیم باشد. دلخواه چندجمله�ای

p۲n−۱ = πnqn−۱ + rn−۱, qn−۱, rn−۱ ∈ Pn−۱.

داریم طرفین از انتگرال�گیری با

∫ b

a

w(x)p۲n−۱(x)dx =

∫ b

a

w(x)πn(x)qn−۱(x)dx +

∫ b

a

w(x)rn−۱(x)dx

= ۰ +
n∑

k=۰

ωkrn−۱(xk)

=
n∑

k=۰

ωk

[
p۲n−۱(xk) − πn(xk)qn−۱(xk)

]
=

n∑
k=۰

ωkp۲n−۱(xk).

(٣٣.۵) بودنِ درونیاب-فرمول دلیل به تساوی و است صفر Pn−۱ بر πn بودن عمود دلیل به اول انتگرال دوم سطر در

�کند. م تمام را اثبات بالا معادله�ی است. برقرار ،۱ 6 k 6 n ،πn(xk) = ۰ طبق آخر تساوی است. درست

ریشه�های xk انتگرال�گیری نقاط اگر است، ۲n − ۱ دقت درجه از (٣٣.۵) نقطه�ایِ n فرمولِ �گوید، م بالا قضیه�ی

کنیم فرض است. عمود Pn−۱ اعضای تمام بر که باشد πn مانند n درجه چندجمله�ای ی

{p۰, p۱, . . . , pn−۱}

برای پایه�ای بالا مجموعه�ی ،٢.۵ قضیه�ی طبق باشد. [a, b] روی w وزن به نسبت متعامد چندجمله�ایهای از خانواده ی

یعن خانواده� این بعدیِ عضو از ضریبی حتماً πn پس باشد. عمود پایه این اعضای تمام بر باید πn بنابراین است. Pn−۱

�گیریم: م نتیجه پس است. pn

چندجمله�ای ریشه�های درونیابی نقاط اگر تنها و اگر است، ۲n − ۱ دقت درجه از (٣٣.۵) درونیاب-فرمولِ .۴.۵ نتیجه
باشند. [a, b] روی w وزن به نسبت متعامد خانواده�ی از n درجه
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روشضرایب از استفاده راه ی آورد. بدست طریق چند به �توان م را ωk وزن�های انتگرال�گیری، نقاط مشخصشدن با

�شود، م واندرموند ماتریس با خط معادلات دستگاه ی حل به منجر که است {۱, x, . . . , xn−۱} توابع برای نامعین

فصل همین (٢.۵) فرمول و ٣ فصل ۵ پرسش از استفاده دوم روش �شود. نم پیشنهاد راه این بزرگ های n برای قطعاً که

�دهند م نتیجه که است،

ωk =

∫ b

a

πn(x)

(x − xk)π′
n(xk)

w(x)dx, k = ۱, ۲, . . . , n. (٣۴.۵)

مقادیر بر مبتن روش�هایی �توان م متعامد چندجمله�ایهای خواص برخ کم به نیست. روش بهترین هم روش این اما

�توانند م علاقه�مندان آورد. بدست گاوس انتگرال�گیری وزن�های و نقاط آوردن بدست برای قطری، سه ماتریس�های ویژه�ی

کنند. مراجعه [۶] ششم فصل به

گاوس-لژاندر فرمول

بازه�ی روی انتگرال� که �شویم م یادآور چیز هر از پیش �شود. م منظور w(x) ≡ ۱ وزن، تابع گاوس-لژاندر فرمول در

متغیر تغییر با �توان م را [a, b] متناه دلخواه

t =
b − a

۲
x +

b + a

۲
, x ∈ [−۱, ۱], (٣۵.۵)

داریم کرد. تبدیل [−۱, ۱] بازه�ی روی انتگرال ∫به b

a

g(t)dt =
b − a

۲

∫ ۱

−۱

f(x)dx, f(x) = g
(b − a

۲
x +

b + a

۲

)
.

صورت به گاوس فرمول دنبال به و است [−۱, انتگرال�گیری[۱ بازه�ی فرضکنیم شود، کاسته کلیت از اینکه بدون ∫بنابراین ۱

−۱

f(x)dx =
n∑

k=۱

ωkf(xk) + En(f),

چندجمله�ایهای ،[−۱, ۱] روی w(x) ≡ ۱ وزن به نسبت متعامد چندجمله�ایهای باشد. ۲n − ۱ دقت درجه از که هستیم

هستند. محاسبه قابل (٣٢.۵) بازگشت فرمول طبق هم بقیه و شدند معرف (٣١.۵) در آن�ها چندتای که �باشند م لژاندر

ی با هم ωk اگر باشند. [−۱, ۱] روی Pn(x) لژاندر چندجمله�ای ریشه�های باید xk نقاط بخش، همین ۴.۵ نتیجه�ی طبق

�گوییم. م گاوس-لژاندر فرمول آن به که بود خواهد گاوس فرمول ی بالا فرمول شوند، تعیین مناسب روش

ریشه�ی x۱ نقطه�ای، ی فرمول در آورید. بدست را نقطه�ای سه و دو، ، ی گاوس-لژاندرِ فرمول�های .١٢.۵ مثال
داریم (٣۴.۵) فرمول طبق همچنین .x۱ = ۰ یعن است، P۱(x) = x

ω۱ =

∫ ۱

−۱

P۱(x)

(x − x۱)P ′
۱(x۱)

=

∫ ۱

−۱

dx = ۲.
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�شود م نوشته زیر صورت به نقطه�ای ی گاوس-لژاندر فرمول ∫پس ۱

−۱

f(x)dx = ۲f(۰) + E۱(f),

ریشه�های انتگرال�گیری نقاط نقطه�ای دو فرمول در است. ( (خط ی دقت درجه از که است میان نقطه فرمول همان که

از عبارتند که �باشند م P۲(x) = ۳
۲x۲ − ۱

۲

x۱ = − ۱√
۳

, x۲ =
۱√
۳

.

�شوند م محاسبه زیر صورت به (٣۴.۵) فرمول طبق ω۲ و ω۱ انتگرال�گیری وزن�های

ω۱ =

∫ ۱

−۱

۳
۲x۲ − ۱

۲

(x + ۱√
۳
)−۳√

۳

dx = ۱, ω۲ =

∫ ۱

−۱

۳
۲x۲ − ۱

۲

(x − ۱√
۳
) ۳√

۳

dx = ۱.

گاوس-لژاندر فرمول پس است. صورت عامل ی مخرج، در x − xk زیرا �شوند، م محاسبه سادگ به بالا انتگرال�های

است سه آن دقت درجه و است زیر صورت به نقطه�ای ∫دو ۱

−۱

f(x)dx = f
(−۱√

۳

)
+ f
( ۱√

۳

)
+ E۲(f).

از عبارتند که هستند P۳(x) = ۵
۲x۳ − ۳

۲x ریشه�های نقطه�ای سه گاوس-لژاندر فرمول انتگرال�گیری نقاط

x۱ = −
√

۳

۵
.
= −۰٫ ۷۷۴۵۹۶۶۶۹۲, x۲ = ۰, x۳ =

√
۳

۵
.
= ۰٫ ۷۷۴۵۹۶۶۶۹۲.

�شوند م حاصل زیر صورت به انتگرال�گیری ضرایب قبل مشابه محاسبات با

ω۱ = ω۳ =
۵

۹
.
= ۰٫ ۵۵۵۵۵۵۵۵۵۶, ω۲ =

۸

۹
.
= ۰٫ ۸۸۸۸۸۸۸۸۸۹,

است زیر صورت به است، پنج دقت درجه از که نقطه�ای سه گاوس-لژاندر فرمول ∫پس ۱

−۱

f(x)dx =
۵

۹
f
(
−
√

۳

۵

)
+

۸

۹
f(۰) +

۵

۹
f
(√۳

۵

)
+ E۳(f).

♢

ωk ضرایب و Pn(x) ریشه�های تعیین یابد، افزایش n اگر ساخت. هم را بعدی فرمول�های �توان م ترتیب همین به

Pn(x) ریشه�های آوردن بدست برای ری دی روش�ِ عمل در کردیم، اشاره هم قبلا که همانطور شد. خواهد پرهزینه و ل مش

تنها اینجا در است. آمده [۶] ششم فصل در و است کارا و هزینه کم بسیار بزرگ n برای که �شود م استفاده ωk ضرایب و

جدول در دهده رقم ۱۶ تا نتایج �دهیم. م ارائه را n مقدار چند برای گاوس-لژاندر انتگرال�گیری نقاط و ضرایب جدول

شده�اند. ارائه ٣.۵
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گاوس-لژاندر انتگرال�گیری ضرایب و نقاط :٣.۵ جدول
n xk ωk

۱ ۰ ۲

۲ ±۰٫ ۵۷۷۳۵۰۲۶۹۱۸۹۶۲۶ ۱

۳ ۰ ۰٫ ۸۸۸۸۸۸۸۸۸۸۸۸۸۸۹

±۰٫ ۷۷۴۵۹۶۶۶۹۲۴۱۴۸۳ ۰٫ ۵۵۵۵۵۵۵۵۵۵۵۵۵۵۶

۴ ±۰٫ ۸۶۱۱۳۶۳۱۱۵۹۴۰۵۳ ۰٫ ۳۴۷۸۵۴۸۴۵۱۳۷۴۵۴

±۰٫ ۳۳۹۹۸۱۰۴۳۵۸۴۸۵۶ ۰٫ ۶۵۲۱۴۵۱۵۴۸۶۲۵۴۶

۵ ۰ ۰٫ ۵۶۸۸۸۸۸۸۸۸۸۸۸۸۹

±۰٫ ۹۰۶۱۷۹۸۴۵۹۳۸۶۶۴ ۰٫ ۲۳۶۹۲۶۸۸۵۰۵۶۱۸۹

±۰٫ ۵۳۸۴۶۹۳۱۰۱۰۵۶۸۳ ۰٫ ۴۷۸۶۲۸۶۷۰۴۹۹۳۶۶

۶ ±۰٫ ۹۳۲۴۶۹۵۱۴۲۰۳۱۵۲ ۰٫ ۱۷۱۳۲۴۴۹۲۳۷۹۱۷۰

±۰٫ ۶۶۱۲۰۹۳۸۶۴۶۶۲۶۴ ۰٫ ۳۶۰۷۶۱۵۷۳۰۴۸۱۳۸

±۰٫ ۲۳۸۶۱۹۱۸۶۰۸۳۱۹۷ ۰٫ ۴۶۷۹۱۳۹۳۴۵۷۲۶۹۱

۷ ۰ ۰٫ ۴۱۷۹۵۹۱۸۳۶۷۳۴۶۹

±۰٫ ۹۴۹۱۰۷۹۱۲۳۴۲۷۵۸ ۰٫ ۱۲۹۴۸۴۹۶۶۱۶۸۸۷۰

±۰٫ ۷۴۱۵۳۱۱۸۵۵۹۹۳۹۴ ۰٫ ۲۷۹۷۰۵۳۹۱۴۸۹۲۷۷

±۰٫ ۴۰۵۸۴۵۱۵۱۳۷۷۳۹۷ ۰٫ ۳۸۱۸۳ ۰ ۰ ۵۰ ۵۰ ۵۱۱۹

۸ ±۰٫ ۹۶۰۲۸۹۸۵۶۴۹۷۵۳۶ ۰٫ ۱۰۱۲۲۸۵۳۶۲۹۰۳۷۶

±۰٫ ۷۹۶۶۶۶۴۷۷۴۱۳۶۲۷ ۰٫ ۲۲۲۳۸۱۰۳۴۴۵۳۳۷۴

±۰٫ ۵۲۵۵۳۲۴۰۹۹۱۶۳۲۹ ۰٫ ۳۱۳۷۰۶۶۴۵۸۷۷۸۸۷

±۰٫ ۱۸۳۴۳۴۶۴۲۴۹۵۶۵۰ ۰٫ ۳۶۲۶۸۳۷۸۳۳۷۸۳۶۲
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[−۱, ۱] بازه�ی در متقارن صورت به انتگرال�گیری نقاط اینکه اول است. ضروری نکته چند ذکر فرمول�ها این مورد در

از و نیستند انتگرال�گیری نقاط جزء −۱ و ۱ نقاط است. بیشتر بازه انتهای دو نزدی در آن�ها ال چ و شده�اند پخش

فرمول�های در و دارد وجود فرد فرمول�های در صفر نقطه�ی �شوند. م محسوب باز فرمول�های نوع از فرمول�ها این رو این

هم انتگرال�گیری وزن�های هستند. لژاندر متعامد چندجمله�ایهای ریشه�های خصوصیات از هم اینها ندارد. وجود زوج

ل مش چندان کل حالت در مهم، این اثبات هستند. مثبت هم که است این آن�ها مورد در مهم بسیار نکته�ی و متقارنند

آنجا از باشند. Pn(x) ریشه�های بر مبتن n − ۱ درجه لاگرانژ چندجمله�ایهای ،۱ 6 j 6 n ،ℓj(x) کنیم فرض نیست.

داریم پس است. دقیق ℓ۲
j (x) از انتگرال�گیری برای فرمول این است، ۲n−۱ برابر نقطه�ای n گاوس فرمول دقت درجه که

۰ <

∫ ۱

−۱

ℓ۲
j (x)dx =

n∑
k=۱

ωkℓ
۲
j (xk) = ωj, j = ۱, ۲, . . . , n.

است. برقرار لاگرانژ چندجمله�ایهای کرونکر دلتای خاصیت دلیل به آخر تساوی

انتگرال مقدار .١٣.۵ مثال

I =

∫ ۱

−۱

۱

۱ + x۲
dx

در �دهیم. م گزارش حالت هر در را خطا I = π
۲ دقیق مقدار به توجه با و �کنیم م محاسبه گاوس-لژاندر فرمول�های با را

داریم نقطه�ای سه گاوس فرمول با کردیم. امتحان را گاوس-لژاندر نقطه�ایِ دو و نقطه�ای ی فرمول�های ٨.۵ مثال

I ≈ G۳ =
۵

۹
× ۱

۱ + ۳/۵
+

۸

۹
× ۱

۱ + ۰
+

۵

۹
× ۱

۱ + ۳/۵
.
= ۱٫ ۵۸۳۳, خطا = ۰٫ ۰۱۲۵.

را زیر برنامه�ی نقطه�ای شش فرمول برای مثلا کرد. استفاده کامپیوتری برنامه�ی ی از �توان م بالاتر درجه فرمول�های برای

�نویسیم: م

x = [-0.932469514203152 -0.661209386466264 -0.238619186083197 ...

0.238619186083197 0.661209386466265 0.932469514203152];

w = [0.171324492379170 0.360761573048138 0.467913934572691 ...

0.467913934572692 0.360761573048138 0.171324492379171];

f = 1./(1+x.^2);

G6 = f*w'

err = abs(pi/2-G6)
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محاسبه�ی برای اگر �شوند. م چاپ خروج در 6.4619e-05 خطای و 1.5707 انتگرال مقدار برنامه این اجرای با

بسیار گاوس فرمول�های که دید خواهید برید، کار به را مشابه نقاط تعداد با مرکب نیوتن-کاتس فرمول�های انتگرال این

�شود م فراخوان زیر صورت به نقطه شش با مرکب ذورنقه�ای فرمول مثال برای دقیق�ترند.

T = trapez(-1,1,5,@(x) 1./(1+x.^2));

err = abs(pi/2-T)

♢ است. نقطه�ای شش گاوس فرمول از نادقیق�تر بسیار که �کند، م چاپ را 0.0133 خطای خروج در که

متغیر تغییر اگر �آوریم. م بدست نقطه�ای سه گاوس-لژاندر فرمول کم به I =
∫ ۳

۰
sin t

t
dt از تقریبی .١۴.۵ مثال

داریم کنیم، اعمال را (٣۵.۵)∫ ۳

۰

sin t

t
dt =

۳

۲

∫ ۱

−۱

sin(۳
۲x + ۳

۲)
۳
۲x + ۳

۲︸ ︷︷ ︸
f(x)

dx.

داریم راست طرف انتگرال روی نقطه�ای سه فرمول ارگیری ب با

I ≈ ۳

۲

[
۵

۹
f
(
−
√

۳

۵

)
+

۸

۹
f(۰) +

۵

۹
f
(√۳

۵

)]
.
= ۱٫ ۸۴۸۶۸۹۶۷۳.

بالاتر درجه با فرمول�های از است بهتر اطمینان برای نداریم. خطا اندازه�ی از اطلاع پس ندارد، اولیه تابع انتگرال این

را نقطه�ای هفت گاوس-لژاندر فرمول اگر که �کنیم م اشاره تنها �شود، م واگذار شما عهده�ی به کار این شود. استفاده

سان ی اعشار رقم چهار تا نقطه سه فرمول مقدار با که �آورید م بدست را ۱٫ ۸۴۸۶۵۲۵۲۸ تقریبی مقدار گیرید کار به

♢ است.

گاوس-چبیشف فرمول

فرم به انتگرال�هایی تقریبی محاسبه�ی برای گاوس-چبیشف ∫فرمول ۱

−۱

f(x)√
۱ − x۲

dx

چندجمله�ایهای که دیدیم قبلا است. شده ظاهر انتگرالده در w(x) = (۱ − x۲)−۱/۲ وزن تابع آن�ها در که �رود م کار به

ریشه�های xk نقاط گاوس-چبیشف، فرمول در بنابراین �باشند. م چبیشف چندجمله�ایهای وزن، این به نسبت متعامد

با دیدیم ۵.٣ بخش در که هستند، Tn(x) چندجمله�ای

xk = cos

(
۲k − ۱

۲n
π

)
, k = ۱, ۲, . . . , n,
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کرد، ثابت �توان م (٣۴.۵) فرمول از استفاده با و چبیشف چندجمله�ایهای تعریفِ به توجه با طرف از �شوند. م داده

با و سان ی هم ωk وزن�های

ωk =
π

n
, k = ۱, ۲, . . . , n,

است زیر صورت به گاوس-چبیشف فرمول بنابراین �شوند. م ∫داده ۱

−۱

f(x)√
۱ − x۲

dx =
π

n

n∑
k=۱

f(xk) + En(f).

.En(f) = ۰ آنگاه ،f ∈ P۲n−۱ اگر یعن است، دقیق ۲n−۱ درجه حداکثر چندجمله�ایهای برای فرمول این که �دانیم م

تکینگ دارای [−۱, ۱] بازه�ی انتهایی نقاط در ،w(x) = (۱ − x۲)−۱/۲ = (۱ − x)−۱/۲(۱ + x)−۱/۲ وزن تابع

صورت به انتگرال ی �تر کل حالت در است. ∫جبری b

a

(b − t)−۱/۲(t − a)−۱/۲f(t)dt (٣۶.۵)

گاوس- فرمول کم به �توان م را است بازه انتهای و ابتدا در −۱/۲ مرتبه�ی از جبری تکینگ دارای که متناه b و a با

داد نشان �توان م (٣۵.۵) متغیر تغییر اعمال با منظور این برای کرد. محاسبه ∫چبیشف b

a

(b − t)−۱/۲(t − a)−۱/۲f(t)dt =

∫ ۱

−۱

g(x)√
۱ − x۲

dx, g(x) = f

(
b − a

۲
x +

b + a

۲

)
.

(٣۶.۵) فرم به انتگرال ی محاسبه�ی برای گاوس-چبیشف روش برنامه�ی بنابراین �شود. م واگذار تمرین عنوان به اثبات

است. زیر صورت به

function int = GaussCheb (a,b,n,f)

x = cos((2*(1:n)-1)*pi/(2*n));

fx = f((b-a)/2*x+(b+a)/2);

if length(fx)==1 fx = fx*ones(n,1); end

int = pi/n*sum(fx);

آن در که �دهیم م ارائه مثال ی اینجا در است. شده نوشته ثابت توابع برای آن کردن سازگار برای برنامه چهارم سطر

�شود. م کشیده تصویر به گاوس-چبیشف فرمول سریع رایی هم

یرید، ب نظر در را زیر انتگرال .١۵.۵ مثال

I =

∫ ۱

−۱

cos x√
۱ − x۲

dx.
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است. صفر مرتبه اول نوع بسل تابع J۰(x) آن در که است πJ۰(۱)
.
= ۲٫ ۴۰۳۹۳۹۴۳۰۶۳۴۴۱۳ انتگرال این دقیق مقدار

�شوند م نوشته زیر صورت به انتگرال این تقریب برای چبیشف گاوس فرمول�های

G۱ = π cos(cos
π

۲
)

.
= ۳٫ ۱۴۱۵۹۲۶۵۳۵۸۹۷۹۳,

G۲ =
π

۲
[cos(x۱) + cos(x۲)]

.
= ۲٫ ۳۸۸۳۷۸۸۴۱۱۰۴۱۳۲, x۱ = cos

π

۴
, x۲ = cos

۳π

۴
.

برنامه�ی منظور این برای کنیم. استفاده روش برنامه�ی از است بهتر و است کننده خسته ، دست صورت به محاسبات انجام

است. شده فراخوان GaussCheb تابع آن در که �نویسیم م را زیر

f = @(x) cos(x); I = pi*besselj(0,1);

for n=1:9

int = GaussCheb(-1,1,n,f)

err(n) = abs(int-I);

end

semilogy(1:n,err,'-sr')

semilogy دستور با خطا نمودار آخر در �آورد. م بدست را خطا بار هر و �کند م محاسبه n = ۹ تا را مقادیر برنامه این

به (n (مقادیر x محور دستور، این در �کند. م مقیاس اریتم ل صورت به را خطا) (مقادیر y محور که �شود م رسم

است. شده رسم ٨.۵ ل ش در نمودار این است. ( (خط معمول صورت

دوبرابر) دقت اینجا (در ماشین دقت سطح به n = ۸ برای و �یابد م کاهش سرعت به خطا که �کنید م مشاهده

�رسد. م

فرمول�های انتگرال این محاسبه��ی برای باشیم. داشته مرکب نیوتن-کاتس فرمول�های با مقایسه�ای �خواهیم م اکنون

ار ب را مرکب میان نقطه فرمول رو این از است. نشده� تعریف ±۱ نقاط دو در انتگرالده زیرا نیستند، استفاده قابل بسته

�بریم. م

f = @(x) cos(x)./sqrt(1-x.^2); I = pi*besselj(0,1);

for n=1:30

int=midpoint(-1,1,n,f);

err(n) = abs(int-I);
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١۵.۵ مثال انتگرال محاسبه برای گاوس-چبیشف روش خطای نمودار :٨.۵ ل ش

end

semilogy(1:n,err,'-ob')

کندی به خطا اما رفته�ایم، پیش n = ۳۰ مقدار تا اینکه با �کنیم م مشاهده است. شده رسم ٩.۵ ل ش در خطا نمودار

تا �کنیم م رسم (١٠.۵ ل (ش ل ش ی در را نمودار دو هر مقایسه، برای �رسد. م ۱۰−۱ به سخت به و �یابد م کاهش

شود. مشاهده بهتر فرمول دو تفاوت
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١۵.۵ مثال انتگرال محاسبه برای میان نقطه روش خطای نمودار :٩.۵ ل ش

دو هر loglog دستور �کند، م مقیاس خط را محور دو هر plot دستور مت�لب، در ل ش ترسیم برای .۴.۵ ملاحظه
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١۵.۵ مثال انتگرال محاسبه برای گاوس-چبیشف و میان نقطه روش�های خطای نمودارهای :١٠.۵ ل ش

محور semilogy دستور �کند. م مقیاس خط را y محور و اریتم ل را x محور semilogx دستور و اریتم ل را محور

�کند. م مقیاس خط را x محور و اریتم ل را y

♢

گاوس فرمول�های ر دی

قبل بخش دو در که آورد، بدست را گاوس فرمول�های �توان م دلخواه وزن تابع هر برای که �کنیم م بسنده نکته این ذکر به

عبارتند مشهور وزن توابع برخ کردیم. بررس را آن�ها نوع دو

w(x) = (۱ − x)α(۱ + x)β, α, β > −۱, x ∈ [−۱, ۱], ژاکوبی وزن

w(x) = e−x, x ∈ [۰,∞), لاگر وزن

w(x) = e−x۲
, x ∈ (−∞,∞), ارمیت وزن

گاوس-لژاندر فرمول�های آورد. بدست را گاوس فرمول�های و تعیین را نظیر متعامد چندجمله�ایهای �توان م حالت هر در

وزن تابع و α = β = ۰ بازای لژاندر وزن تابع زیرا هستند، گاوس-ژاکوبی فرمول�های از خاص حالت گاوس-چبیشف و

فرمول و [۰,∞) بازه�ی روی انتگرال�گیری برای گاوس-لاگر فرمول �آیند. م بدست α = β = −۱/۲ بازای چبیشف

�توانید م زمینه این در بیشتر توضیحات مشاهده�ی برای �روند. م ار ب (−∞,∞) روی انتگرال�گیری برای گاوس-ارمیت

کنید. مراجعه [۶] ششم فصل به



پرسش�ها ۶.۵ ١٨٢

پرسش�ها ۶.۵

نامثبت) یا باشد نامنف (یا ندهد علامت تغییر [a, b] روی g تابع و باشد پیوسته [a, b] روی f تابع اگر دهید نشان .١

ه بطوری ξ ∈ [a, b] دارد وجود ∫آنگاه b

a

g(x)f(x)dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x)dx.

ه بطوری دارد وجود ξ ∈ [a, b] آنگاه باشند، واقع [a, b] در ξn ،. . . ،ξ۲ ،ξ۱ و f ∈ C[a, b] اگر دهید نشان .٢

f(ξ) =
۱

n

n∑
k=۱

f(ξk).

آنگاه باشد، دقیق ثابت توابع برای انتگرال�گیری فرمول ی اگر دهید نشان .٣

n∑
k=۰

ωk = b − a.

f ′′(ξ) از ضریبی اینکه فرض با را خطا جمله�ی است، دقیق P۱ اعضای برای میان نقطه فرمول اینکه به توجه با .۴

آورید. بدست است

ذوزنقه�ای فرمول شده�اند. داده xn = b ،. . . ،x۱ ،x۰ = aهم�فاصله�ی نقاط در آن مشتق و f تابع مقادیر فرضکنید .۵

کنید. تعیین را آن خطای جمله�ی و آورید بدست را مرکب اصلاح�شده�ی

باشند. h گام طول با سیمسن و میان نقطه ذوزنقه�ای، فرمول�های ترتیب به S(h) و M(h) ،T (h) کنید فرض .۶

دهید نشان

T

(
h

۲

)
=

۱

۲

(
T (h) + M(h)

)
,

S

(
h

۲

)
=

۱

۳

(
T (h) + ۲M(h)

)
,

S

(
h

۲

)
=

۱

۳

(
۴T (h/۲) − T (h)

)
.

�کند؟ م یادآوری رامبرگ جدول دوم ستون مورد در را نکته�ای چه سوم قسمت

آورید. بدست دوباره تیلر بسط کم به را میان نقطه فرمول خطای .٧

نظر در را x۱ = (x۲ + x۱)/۲ مرکزی نقطه با [x۰, x۲] بازۀ روی f(x) تابع سیمسن ساده یری انتگرال فرمول .٨

خطای فرمول به توجه با آورید. بدست ری دی روش به را فرمول این خطای زیر، توضیحات به توجه با یرید. ب



١٨٣ عددی انتگرال�گیری .۵ فصل

داریم نیوتن فرم درونیابی

E(f) =

∫ x۲

x۰

(x − x۰)(x − x۱)(x − x۲)f [x۰, x۱, x۲, x]dx.

کنیم تعریف و ،f ∈ C۴[x۰, x۲] کنیم فرض

v(x) =

∫ x

x۰

(t − x۰)(t − x۱)(t − x۲)dt,

دهید قرار سپس .v(x۰) = v(x۲) = ۰ و v(x) > ۰ دهید نشان

E(f) =

∫ x۲

x۰

v′(x)f [x۰, x۱, x۲, x]dx,

دهید نشان جزء به جزء انتگرال�گیری با و

E(f) = −h۵

۹۰
f (۴)(ξ), ξ ∈ [x۰, x۲], h =

x۲ − x۰

۲
.

چند به یری انتگرال بازه بایست مرکب سیمسن و مرکب ذوزنقه�ای روشهای در ترتیب به ،
∫ ۱

−۱
۱

۱+x۲ محاسبه�ی برای .٩

باشد؟ ε = ۱۰−۵ حداکثر خطای دارای آمده بدست جواب تا شود تقسیم زیربازه

است زیر صورت به انتها دو در تابع مشتقات کردن اضافه با [−h, h] بازه�ی روی شده اصلاح سیمسن فرمول .١٠∫ h

−h

f(x)dx = h
[
αf(−h) + βf(۰) + αf(h)

]
+ h۲γ

[
f ′(−h) − f ′(h)

]
+ E(f),

است. دقیق ۵ درجه تا چندجمله�ایهای برای که

تعیین برای را f(x) = x۶ تابع آورید. بدست f(x) = ۱, x۲, x۴ توابع از استفاده با را γ و β ،α وزن�های الف:

کنید. استفاده خطا جمله�ی

مشتقات شامل فقط ، زوج) n) h = (b − a)/n با [a, b] بازه�ی روی متناظر مرکبِ فرمول دهید نشان ب:

است. f ′(b) و f ′(a) یعن انتهایی

روی را مرکب ذوزنقه�ای فرمول برنامه�ی .١١∫ ۲π

۰

sin x dx,
۱

۲π

∫ ۲π

۰

e
۱√
۲

sin x
dx,

دقیق مقدار و صفر اول انتگرال دقیق مقدار کنید. گزارش را �کنید م مشاهده خطاها مورد در آنچه کنید. اجرا

دستور از مت�لب (در است. صفر مرتبه اول نوع اصلاح�شده�ی بسل تابع Iα(x) که است I۰(
۱√
۲
) دوم انتگرال

متناوب توابع برای ذوزنقه�ای فرمول که �کنیم م اشاره فقط اینجا در کنید). استفاده besseli(0,1/sqrt(2))

پیشرفته�تر دروس در را امر این علت �دهد. م ارائه دقیق جواب�های فت�انگیزی ش طور به تناوبشان بازه�ی روی

یافت. خواهید



پرسش�ها ۶.۵ ١٨۴

x۲ ر دی نقطه و x۱ ،x۰ در را f که است دوم درجه چندجمله�ای p۲(x) کنید فرض ،
∫ x۱

x۰
f(x) dx تقریبِ برای .١٢

دهید نشان هستند هم�فاصله نقاط که حالت در �کند. م درونیابی x۰ < x۱ < x۲ ∫که x۱

x۰

f(x) dx =
h

۱۲
[۵f۰ + ۸f۱ − f۲] + E(f),

دهید نشان درونیابی خطای کم به و

E(f) =
h۴

۴!
f ′′′(ξ), x۰ 6 ξ 6 x۲.

ل ش به فرمول ساختن برای را نامعین ضرایب روش .١٣∫ ۱

۰

f(x) dx = af(۰) + bf(۱) + cf ′′(α) + E(f)

برید. کار به باشد دقت درجه ماکزیمم دارای که

ل ش به یری انتگرال فرمول .١۴∫ ۱

−۱

f(x)dx = α−۱

∫ −۱/۲

−۱

f(x)dx + α۰f(۰) + α۱

∫ ۱

۱/۲

f(x)dx + E(f)

است؟ چقدر دقت درجه ماکزیمم باشد. دقت درجه ماکزیمم دارای که بسازید

از تقریبی سیمسن، تطبیق انتگرال�گیری روش با .١۵∫ ۱

۰

۱

۰٫ ۰۱ + x۲
dx

آورید. بدست ε = ۰٫ ۰۱ خطای با

کنید. اثبات را ٢.۵ قضیه�ی .١۶

را [۰, ۱] روی w(x) = ln ۱
x
وزن به نسبت سه درجه�ی تا متعامد چندجمله�ایهای گرم-اشمیت وریتم ال کم به .١٧

انتگرال برای را نقطه�ای سه و نقطه�ای دو نقطه�ای، ی گاوس فرمول�های آن کم به ∫بسازید. ۱

۰

ln
۱

x
f(x)dx∫ ۱

۰ xk ln xdx = محاسباتاز در راهنمایی: کنید. محاسبه f(x) = x۴ بازای را انتگرال مقدار آن�ها کم به و بسازید

کنید. استفاده −(۱ + k)−۲

f ∈ C۴[۰, ۱] برای را آن خطای کران و بسازید [۰, ۱] بازه در w(x) = x−۱/۲ وزن با نقطه�ای دو گاوس فرمول .١٨

آورید. بدست

است. π برابر واحد شعاع به ای دایره مساحت دهید نشان گاوس-چبیشف فرمول کم به .١٩



۶ فصل

غیرخط معادلات حل

کل به�صورت که �دهیم م قرار بررس مورد را مسایل فصل این در

f(x) = ۰ (١.۶)

تابع ی f استکه آن حالت ساده�ترین باشد. داشته مختلف تعبیرهای است ن مم f و xمعنای به توجه با اما �شود م نوشته

ریشه�های مقادیری، چنین شود. صفر f آن�ها در که بیابیم را x متغیر از مقادیری تلاشکنیم ما و باشد x از تک�متغیره حقیق

x = [x۱, x۲, . . . , xn]T ∈ Rn صورت به بردار ی (١.۶) در x اگر �شوند. م نامیده f تابع صفرهای یا (١.۶) معادله�ی

�دهد. م نمایش را معادلات دستگاه ی (١.۶) آن�گاه باشد است، x از تابع ی آن مولفه�ی هر که بردار ی نیز f و باشد

،x۲ ،x۱ متغیرهای از ی دست�کم به f مولفه�های از ی دست�کم هرگاه �شود م گفته غیرخط معادلات، دستگاه این

دستگاه ی (١.۶) باشند، xn ، . . . ،x۲ ،x۱ از خط توابع f مولفه�های تمام اگر باشد. وابسته غیرخط طور به xn ، . . .

باز �گیرد. م قرار بررس مورد عددی“ ”جبرخط درس و است جالبی بحث که �شود م نامیده خط جبری معادلات از

ر عمل ی f و تابع فضای ی در عنصر ی x اگر دهد، نمایش را تابع معادله�ی ی �تواند م (١.۶) �تر، کل خیل

(١.۶) راست سمت صفر شده، توصیف حالت�های از کدام هر در �کند. م اثر فضا این روی که باشد ( غیرخط یا (خط

آخر. حالت در صفر با متحد تابع و دوم، حالت در صفر بردار اول، حالت در صفر عدد دارد: متفاوت معن

تحلیل و تجزیه در اغلب معادلات این اختصاصدارد. تک�متغیره غیرخط معادلات بررس به فصل این مباحث بیشتر

معادلات از خاص حالت �باشند. م متناظر (تشدید) بحران فرکانس�های با ریشه�ها و �شوند م ظاهر ارتعاش دستگاه�های

�شود. م بررس ویژه طور به نیز است چندجمله�یی ی (١.۶) در f آن در که جبری

نمونه مسایل ١.٠.۶

منجر تک�متغیره غیرخط معادلات حل به که �کنیم م فرمول�بندی را جالب کاربردهای با ساده� مسئله�ی چند بخش این در

�شوند. م

١٨۵



١٨۶

به�صورت ایده�آل گاز معادله�ی از داخل تعادل حالت در ایده�آل گازهای گاز). حالت (معادله�ی .١.۶ مثال

pV = nRT

و گازها جهان ثابت R سیستم، ذرات مول�های تعداد n سیستم، حجم V سیستم، داخل فشار p آن در که �کنند م پیروی

واقعیت از خام تقریب ی تنها آل ایده گاز قانون پیداست، آن نام از که همان�طور است. کلوین ای ی با سیستم دمای T

که طوری به �گیرد، م نادیده را آن�ها بین نیروهای و گاز ول�های مول غیرصفر اندازه�ی مانند مهم فیزی اثرات زیرا است

حالت معادله�ی �گیرد م نظر در را اثرات این از برخ که بهتر تقریب ی است. منطق کم فشار و بالا نسبتاً دماهای در تنها

است زیر به�صورت )واندروالس
p +

a

v۲

)
(v − b) = RT (٢.۶)

از معلوم مقادیر برای بخواهیم اگر �باشند. م خاص گاز این به وابسته ثابت� دو b و a و ویژه، حجم v = V/n این�جا در

کنیم. حل v ریشه�ی یافتن برای را (٢.۶) تک�متغیره غیرخط معادله�ی بایست بیابیم، را v ویژه حجم پارامترها

مسایل این است. مهم کامپیوتری گرافی ارائه١ در پنهان سطوح و خطوط مسئله�ی کامپیوتری). (گرافی .٢.۶ مثال
به�عنوان دارد. نیاز غیرخط معادلات از دستگاه�هایی حل به معمولا و است سه یا دو ابعاد در اشیاء اشتراک یافتن شامل

�شود م تعریف زیر نابرابری با که کنیم رسم را صفحه در ش ی بخواهیم کنید فرض مثال،

x۴ + y۴ 6 ۱,

تعیین برای �گذرد. م ش این پشت از ١.۶ ل ش مانند که دهیم نمایش را y = x + ۰٫ ۵ راست خط بخواهیم همچنین

ش این مرز با راست خط دارد. قرار کجا در ش با آن اشتراک که کرد تعیین باید �شود، م داده نمایش که خط از قطعه�ای

�آید م به�دست زیر معادله�ی از آنها اول مختص که �کند م برخورد نقاط در

x۴ + (x + ۰٫ ۵)۴ = ۱. (٣.۶)

�باشند. م متناظر واقع برخورد نقاط با و هستند حقیق آنها تای دو تنها اما است، جواب ۴ دارای چهارم درجه معادله این

حال این با �شود. م محاسبه� x + ۰٫ ۵ با آسان به آنها y مختص شود، معلوم برخورد نقاط از x مختص که صورت در

است. (٣.۶) چندجمله�ای معادله�ی حل نیازمند x مقادیر محاسبه�ی

خورشید دور به چرخش حال در سیاره ی یا و زمین مدار در ماهواره ی چرخیدن مسئله�ی کپلر٢). (معادله�ی .٣.۶ مثال
دارد. قرار بیض از کانون ی در مرکزی سماوی جرم و بیض ی حرکت، مدار که کرد کشف کپلر یرید. ب نظر در را

دور ی برای لازم زمان و ،b بیض کوچ نیمقطر طول و a بیض بزرگ نیمقطر طول �کنیم م فرض ٢.۶ ل ش مطابق

باشد. T برابر مدار کامل

١rendering
٢Johannes Kepler (1571–1630)



١٨٧ غیرخط معادلات حل .۶ فصل

است. شده پنهان ش ی پشت در که زمان باشد خط ی کردن ار آش شامل �تواند م کامپیوتری گرافی در ارائه :١.۶ ل ش

 

A
 

P  

O  

F  

E
 

b
 

a  

�چرخد م F زمین دور به P ماهواره :٢.۶ ل ش

در ماهواره ان م که: است این سوال باشد، واقع زمین، به نقطه �ترین نزدی ،A نقطه�ی در t = ۰ زمان در ماهواره اگر

کجاست؟ (T > t (برای t زمان

در �کند. م جاروب FP شعاع بردار که است ناحیه�ای مساحت� با متناسب حرکت زمان که �کند م بیان کپلر دوم قانون

�شود، م جاروب شعاع بردار توسط که ناحیه�ای ،FAP ناحیه�ی مساحت است لازم ابتدا مسئله، مدل یافتن برای نتیجه

به�دست زیر فرمول با مساحت این �شود م ثابت شود. محاسبه نامتعارف) مرکز از گریز نام (با E زاویه از تابع ی به�عنوان

�آید م

S(E) =
۱

۲
ab(E − e sin E)

گرفتن نظر در با است. t با متناسب S(E) کپلر، دوم قانون مطابق است. بیض مرکز از خروج e =
√

a۲−b۲

a
این�جا در



١٨٨

چمن�زار و بز، کشاورز، مسئله�ی :٣.۶ ل ش

�آید م به�دست زیر به�صورت کپلر معادله�ی مناسب، تناسب ضریب

E − e sin E =
۲π

T
t (۴.۶)

�کند. م ارائه t زمان و (E (زاویه ماهواره ان م بین رابطه�ای ، یعن �کند، م تعریف به�صورتضمن E(t)را تابع معادله این

شود. حل E به نسبت (۴.۶) غیرخط معادله�ی است لازم آوریم به�دست t معین زمان در را ماهواره ان م بخواهیم اگر

ی با را بزی واحد شعاع به ل ش دایره�ای چمن�زار کناره در کشاورز ی چمن�زار). و بز، کشاورز، (مسئله�ی .۴.۶ مثال
است؟ چقدر r مقدار باشد، داشته دسترس چمن�زار مساحت از نیم به دقیقاً بز اگر است. بسته r طول به طناب

مطابق �کنیم. م رسم (r > ۱) r شعاع به دایره�ای چمن�زار، کناره در نقطه�ای مرکز به �کنیم. م مدل�بندی را مسئله ابتدا

است. دایره�ها بین مشترک ناحیه�ی همان �چرد م آن در بز که چمن�زار از بخش ،٣.۶ ل ش

دایره�ها مرکز بین فاصله�ی و دایره�ها شعاع حسب بر دستوری با �توان م Aرا دهیم، Aنشان با را ناحیه این مساحت اگر

با است برابر A ناحیه�ی مساحت بنابراین است، چمن�زار شعاع همان دایره�ها مرکز بین فاصله�ی مسئله این در کرد. بیان

A(r) = r۲ arccos(
۱

۲
r) + arccos(۱ − ۱

۲
r۲) − ۱

۲
r
√

۴ − r۲ (۵.۶)

غیرخط معادله�ی ی که شود A(r) = ۰٫ ۵π بیابیم طوری را r بایست باشد داشته دسترس چمن�زار از نیم به بز اگر

است. تک�متغیره
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رایی هم و تکرار ١.۶

را α عدد باشد. متغیر ی از �مقدار حقیق تابع ی f که طوری �گیریم م نظر در را (١.۶) تک�متغیره غیرخط معادله�ی

کرد، بیان بسته فرم به �توان نم را (١.۶) ریشه�های ، کل به�طور .f(α) = ۰ هرگاه �نامیم م (١.۶) معادله�ی (دقیق) ریشه�ی

وجود آن صفرهای محاسبه�ی برای صریح فرمول باشد، چهار از بیش�تر درجه�ی با چندجمله�یی ی f هرگاه مثال، به�عنوان

چنان جواب این اغلب ناقص)، سه درجه معادله�ی مثال، (برای است دست در نیز صریح جواب ی وقت حت ندارد.

�باشد. م �تر عمل بسیار عددی روش�های از استفاده که است پیچیده

ساخته روش توسط xk مقادیر از دنباله ی اولیه، تقریب چند یا ی از شروع با دارند. تکراری ماهیت عددی روش�های

یعن شود، را هم α به که امید این با �شود م

lim
k→∞

xk = α.

آن و داریم نیاز رایی هم از بیش� چیزی به عددی روش�های در اما است، مطلوب بسیار تکراری فرایند ی رایی هم چند هر

تعریف زیر در که است رایی هم مرتبه�ی رایی، هم سرعت اندازه�گیری برای مناسب مفهوم ی است. سریع“ رایی ”هم

�شود. م

اگر گوییم، p > ۱ مرتبه�ی از را هم α نقطه�ی به را {xk} تکرارهای از دنباله ی .(p مرتبه از رایی (هم ١.۶ تعریف
باشیم داشته k > N ازای به که باشد داشته وجود N > ۰ مناسب صحیح عدد و ،C > ۰ مانند ثابت

|xk+۱ − α|
|xk − α|p

6 C. (۶.۶)

داشته (۶.۶) در است لازم α به xk رایی هم برای ،p = ۱ اگر است. p برابر رایی هم مرتبه�ی �گوییم م حالت این در

دنباله ،p > ۱ اگر �نامیم. م رایی هم مجانبی ضریب C و α به خط رای هم دنباله حالت، این در .C < ۱ باشیم

مرتبه از رایی هم p = ۳ برای و ( (مربع دو مرتبه از رایی هم p = ۲ برای �گوییم. م α به ابرخط رای هم را {xk}

باشد. صحیح غیر عددی p است ن مم کل حالت در �شود. م نامیده عبی) (م سه

�

�شوند. م را هم
√

۲ یعن f(x) = x۲ − ۲ تابع مثبت ریشه�ی به دو هر نظری لحاظ به زیر دنباله�های .۵.۶ مثال

x۰ = ۱, xk+۱ =
۳

۴
xk +

۱

۲xk

, k = ۰, ۱, . . .

y۰ = ۱, yk+۱ =
۱

۲
yk +

۱

yk

, k = ۰, ۱, . . .

تا که این به توجه با �آوریم. م ١.۶ جدول در را آن�ها جمله�های از برخ ابتدا در دنباله�ها، رایی هم سرعت بررس برای

yk دنباله�ی رایی هم سرعت گفت �توان م شهودی طور به است،
√

۲
.
= ۱٫ ۴۱۴۲۱۳۵۶ رایی هم مقدار اعشار رقم ۸
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α =
√

۲ به دنباله دو رایی هم سرعت مقایسه :١.۶ جدول
k ۱ ۲ ۳ ۴ ۵

xk ۱٫ ۲۵ ۱٫ ۳۳۷۵ ۱٫ ۳۷۶۹۵۶۷۸ ۱٫ ۳۹۵۸۳۷۱۹ ۱٫ ۴۰۵۰۸۵۸۶

yk ۱٫ ۵ ۱٫ ۴۱۶۶۶۶۶۷ ۱٫ ۴۱۴۲۱۵۶۹ ۱٫ ۴۱۴۲۱۳۵۶ ۱٫ ۴۱۴۲۱۳۵۶

تعریف به توجه با �گیریم. م کم حسابان از مسئله این دقیق�تر بررس برای اندازه؟ چه اما است. xk دنباله�ی از بیش�تر

داریم xk دنباله
√

۲ − xk+۱ =
√

۲ − ۳

۴
xk −

۱

۲xk

=
۱

۲
(
√

۲ − xk)(
۳

۲
− ۱√

۲xk

).

که �دهد م نتیجه k > ۰ هر به�ازای ۱ 6 xk <
√

۲ نابرابری اکنون

√
۲ − xk+۱ 6 ۱

۲
(
√

۲ − xk)(
۳

۲
− ۱

۲
) =

۱

۲
(
√

۲ − xk).

بنابراین
|xk+۱ −

√
۲|

|xk −
√

۲|
6 ۱

۲
=: C,

است. خط رای هم xk دنباله�ی یعن

داریم yk دنباله تعریف به توجه با ر، دی طرف از

yk+۱ −
√

۲ =
۱

۲
yk +

۱

yk

−
√

۲ =
۱

۲yn

(yk −
√

۲)۲.

که �دهد م نتیجه k > ۰ هر به�ازای
√

۲ < yk 6 ۱٫ ۵ نابرابری اکنون

yk+۱ −
√

۲ =
۱

۲
√

۲
(yk −

√
۲)۲.

بنابراین
|yk+۱ −

√
۲|

|yk −
√

۲|۲
6 ۱

۲
√

۲
=: C,

�شوند. م برابر دو تقریباً تکرار هر با درست معنای با ارقام تعداد تعبیری، به و است دو مرتبه رایی هم دارای yk دنباله�ی یعن

کنید فرض است. دنباله جمله�های نسبی) یا (مطلق خطای نمودار نمایش بهتر، شهودی روش ی

ex(k) :=
|xk −

√
۲|√

۲
, ey(k) :=

|yk −
√

۲|√
۲

,

مقادیر برای نمودارها این هستند. k-ام تکرار در {yk} دنباله�ی خطای ey(k) و {xk} دنباله�ی خطای ex(k) آن در که

رایی هم از سریعتر بسیار
√

۲ به {yk} دنباله�ی رایی هم �دهند م نشان نمودارها شده�اند. رسم ۴.۶ ل ش در k مختلف

u ≈ ۱۰−۱۶ ماشین دقت سطح به {yk}دنباله�ی خطای ششم تکرار از پس که �کنید م مشاهده است.
√

۲ به {xk}دنباله�ی
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ey و ex خطاهای نمودار :۴.۶ ل ش

این رسم برای نیست. k > ۶ برای {yk} دنباله�ی تکرار ادامه به نیازی بنابراین است. مانده ثابت آن از پس و است رسیده

است. شده نوشته متلب در زیر برنامه ،١.۶ جدول اعداد آوردن بدست همچنین و نمودارها

x(1) = 1; y(1) = 1;

ex(1) = abs(x(1)-sqrt(2)); ey(1) = abs(y(1)-sqrt(2));

for k = 1:50

x(k+1) = 3/4*x(k)+1/(2*x(k));

y(k+1) = 1/2*y(k)+1/y(k);

ex(k+1) = abs(x(k+1)-sqrt(2))/sqrt(2);

ey(k+1) = abs(y(k+1)-sqrt(2))/sqrt(2);

end

semilogy(1:k+1,ex,'-ro', 1:k+1,ey,'-bs');

xlabel('k'); ylabel('e(k)');

legend('e_x(k)','e_y(k)');

لحاظ از �گردیم. برم �سازد، م را {xk} دنباله�ی که مناسب تکراری روش ی با f مفروض تابع از α ریشه�ی یافتن به
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سطح در خطایی با ریشه حالت بهترین در عمل در اما �گرداند. برم را α تکرار، بار بی�نهایت از پس {xk} دنباله نظری

تحمل آستانه�ی تا α از تقریبی �خواهیم م یعن است، کمتر هم این از حت ما انتظار گاه �آید. م بدست ماشین دقت

شود برقرار زیر نابرابری آن ازای به که k مقدار ترین کوچ در است بهتر بنابراین آوریم. بدست را ε 6 u که ε دقت) (با

�شود متوقف تکرارها

|e(k)| = |α − xk| 6 ε. (٧.۶)

اما نیست. معلوم α مقدار عمل در زیرا ندارد چندان کارایی عمل لحاظ از پیشرو خطای روی توقف شرط حال این با

برآورده برای تکرارها تعداد پایین کران α از اطلاع بدون و روش خصوصیات و f تابع خصوصیات به توجه با �توان م گاه

است. نیاز مورد خطا از مناسب�تری برآوردکننده��ی باشد نداشته ان ام کاری چنین اگر کرد. تعیین پیش از را (٧.۶) شدن

شود انتخاب زیر به�صورت �تواند م زین جای معیار ی

|xk − xk−۱| 6 ε. (٨.۶)

توقف شرط ی سرانجام، شود. ε از کمتر متوال تکرار دو میان تفاوت که �شود م متوقف زمان تکراری روش عبارت به

به ε شده�ی داده دقت برای پسین خطای روی توقف شرط است. xk در مانده بررس f(x) = ۰ معادله�ی حل در معمول

است زیر صورت

|f(xk)| 6 ε. (٩.۶)

f نگاشت وضعیت به و نیست α به xk بودن نزدی بر تضمین باشد کوچ بسیار باقیمانده اگر حت است ذکر به لازم

است. وابسته

تقریب تکراری صورت به را مفروض تابع ی ریشه�ی که �گیریم م فرا را دنباله�هایی ساختن روش فصل این در

�توان م روش�ها این جمله�ی از �کنند. م تولید را دنباله�هایی چنین متفاوت ل�های ش به گوناگون عددی روش�های �زنند. م

روش نابجایی، روش مانند درونیابی بر مبتن روش�های ثابت، نقطه�ی تکرار روش و دوبخش روش مانند پایه روش�های به

بالا در ۵.۶ مثال در که است ذکر به لازم کرد. اشاره نیوتن روش مانند مشتق بر مبتن روش�های و مولر، روش و وتری

را آن�ها بعداً که شده�اند ساخته نیوتن روش کم به {yk} دنباله�ی و ثابت نقطه�ی تکرار روش کم به {xk} دنباله�ی

کرد. خواهیم مطالعه

چندجمله�ایها مورد بخصوصدر و حالات برخ در اما �کنیم. م صحبت حقیق ریشه�های مورد در عمدتاً فصل این در

کرد. خواهیم صحبت چندجمله�ایها مختلط ریشه�های مورد در هم اندک رو این از دارد. اهمیت نیز مختلط ریشه�های یافتن

شود. ذکر ”مختلط“ لفظ اینکه ر م است حقیق ریشه�ی ریشه، از منظورمان پس این از

چندگانگ

�دهیم. م ارائه توضیحات مختصراً ریشه�ها چندگانگ مورد در شویم، ریشه�یابی روش�های بحث وارد آنکه از پیش
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صورت به بتوان را f هرگاه �نامیم م m چندگانگ با ریشه ی را (١.۶) معادله�ی از α ریشه�ی

f(x) = (x − α)mq(x) (١٠.۶)

دارد. نام ساده ریشه�ی ، ی چندگانگ با ریشه ی . lim
x→α

q(x) ̸= ۰ که طوری نوشت

مثال، طور به مشخصکند. را ریشه چندگانگ �تواند م اول عوامل به تجزیه است، چندجمله�یی ی f(x) که معادلات در

به توجه با

x۶ + x۵ − ۱۲x۴ + ۲x۳ + ۴۱x۲ − ۵۱x + ۱۸ = (x − ۱)۳(x + ۳)۲(x − ۲)

معادله�ی �شود م نتیجه

x۶ + x۵ − ۱۲x۴ + ۲x۳ + ۴۱x۲ − ۵۱x + ۱۸ = ۰

x = ۲ در ساده ریشه�ی ی و x = −۳ در ۲ چندگانگ با ریشه�ی ی ،x = ۱ در ۳ چندگانگ با ریشه�ی ی دارای

است.

با f(x) = ۰ معادله�ی مورد در

f(x) = ۲x + ln
(۱ − x

۱ + x

)
است؟ چقدر ریشه این چندگانگ اما دارد. x = ۰ در ریشه ی معادله یعن ،f(۰) = ۰ است واضح گفت؟ �توان م چه

�کنیم. م بیان ریشه� چندگانگ یافتن برای ساده روش ی زیر قضیه�ی در

است m چندگانگ با α ریشه�ی دارای f(x) = ۰ معادله�ی باشد. پیوسته مشتق m دارای f تابع کنید فرض .١.۶ قضیه
باشد. f (m)(α) ̸= ۰ اما ،f(α) = f ′(α) = · · · = f (m−۱)(α) = ۰ اگر فقط و اگر

فرض برعکس .f(α) = f ′(α) = · · · = f (m−۱)(α) = ۰ داریم بوضوح باشد، (١٠.۶) صورت به f اگر برهان.

�دهد م α حول f تابع m مرتبه تیلر بسط باشند. صفر α در m − ۱ مرتبه�ی تا f مشتقات کنیم

f(x) = f(α) + f ′(α)(x − α) + · · · + (x − α)m−۱ f (m−۱)(α)

(m − ۱)!
+ (x − α)m f (m)(ξ(x))

m!

= (x − α)m f (m)(ξ(x))

m!
,

است. برقرار q(x) = f (m)(ξ(x))/m! با (١٠.۶) بنابراین است. x به وابسته مجهول ξ(x) که

f(۰) = f ′(۰) = این�که به توجه با �گردیم. برم قضیه از قبل مثال در α = ۰ ریشه�ی چندگانگ محاسبه�ی مسئله�ی به

است. ۳ ریشه چندگانگ ،f ′′′(۰) = −۴ ̸= ۰ اما f ′′(۰) = ۰
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دوبخش روش ٢.۶

روش در است. ١ دوبخش روش ریشه، تقریب برای تکراری دنباله�ای ساختن برای سرراست و ساده بسیار روش�های از ی

داشته قرار آن در تا ی صورت به f(x) = ۰ ریشه�ی که طوری شود تعیین پیش از [a, b] مانند بازه ی است لازم دوبخش

دقیق طور به باشد. تا ی آن در ریشه که گرفت نظر در بازه ی ریشه هر برای باید ریشه، چندین وجود صورت در باشد.

استفاده با گاه باشد. f(x) = ۰ از ریشه ی تنها شامل که �کنیم م انتخاب کوچ آنقدر را [a, b] بازه�ی وییم ب باید

تابع نمودار رسم با �توان م همچنین یافت. را بازه�ای چنین �توان م غیره و علامت تغییرات نوایی، ی مانند f خواص از

چنین متلب) در fplot دستور با (مثلا افزاری نرم بسته�های کم به یا خاص) خیل حالت�های (در دست صورت به

کرد. مشخص تقریبی صورت به حداقل را بازه�هایی

ی حداقل �کند م تضمین که f(a)f(b) < ۰ و باشد پیوسته�ای تابع [a, b] معلوم بازه روی بر f �کنیم م فرض بنابراین

و ساده بسیار دوبخش روش باشد. تا ی �نامیم، م α را آن که ریشه این کنیم فرض همچنین است. واقع (a, b) در ریشه

(یعن �دهد م علامت تغییر آن در f که است زیربازه�ا�ی دو از ی انتخاب و مرحله هر در بازه� کردن نصف آن خط�مش

�دهیم م قرار ابتدا دقیق�تر، به�طور است). واقع آن در ریشه

a۰ = a, b۰ = b, I۰ = (a۰, b۰), x۰ = (a۰ + b۰)/۲.

یعن است، ریشه x۰ یا دارد: وجود حالت سه که است واضح است. (a۰, b۰) بازه�ی وسط نقطه�ی x۰ صورت این در

برای .(x۰, b۰) در یا است، واقع (a۰, x۰) در ریشه یا و است. تمام کار و α = x۰ صورت این در که ،f(x۰) = ۰

بودن منف صورت در �کنیم. م تعیین را f(a۰)f(x۰) علامت دارد، قرار زیربازه دو از ی کدام در ریشه اینکه تشخیص

(a۱, b۱) را آن و تعیین را نظر مورد بازه دارد. قرار (x۰, b۰) در صورت این غیر در و است (a۰, x۰) در ریشه علامت،

زیربازه�ی ،k > ۱ گام در کل طور به �کنیم. م تکرار را بالا روند دوباره و x۱ = (a۱ + b۱)/۲ �دهیم م قرار و �نامیم م

�شود: م انتخاب زیر ل به�ش Ik−۱ = (ak−۱, bk−۱) بازه�ی از Ik = (ak, bk)

غیر در �شود، م متوقف روش و α = xk−۱ صورت این در f(xk−۱) = ۰ اگر ،xk−۱ = (ak−۱ + bk−۱)/۲ دهید قرار

قرار ،f(xk−۱)f(bk−۱) < ۰ اگر و ،bk = xk−۱ و ak = ak−۱ دهید قرار f(ak−۱)f(xk−۱) < ۰ اگر این�صورت،

دهید. افزایش واحد ی را k و xk = (ak + bk)/۲ کنید تعریف سپس .bk = bk−۱ و ak = xk−۱ دهید

است. آمده ۵.۶ ل ش در f نمودار بیابیم. را [۰, ۱] بازه�ی در واقع f(x) = x۳ +x−۱ تابع صفر �خواهیم م .۶.۶ مثال

١Bisection
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[۰, ۱] بازه�ی در f(x) = x۳ + x − ۱ تابع نمودار :۵.۶ ل ش

است زیر به�صورت دوبخش روش اجرای نتیجه�ی ،b۰ = ۱ و a۰ = ۰ فرض با

I۰ = (۰, ۱), x۰ = ۰٫ ۵

I۱ = (۰٫ ۵, ۱), x۱ = ۰٫ ۷۵

I۲ = (۰٫ ۵, ۰٫ ۷۵), x۲ = ۰٫ ۶۲۵

I۳ = (۰٫ ۶۲۵, ۰٫ ۷۵), x۳ = ۰٫ ۶۸۷۵
... ...

I۹ = (۰٫ ۶۸۱۶, ۰٫ ۶۸۳۶), x۹ = ۰٫ ۶۸۲۶

I۱۰ = (۰٫ ۶۸۱۶, ۰٫ ۶۸۲۶), x۱۰ = ۰٫ ۶۸۲۱

�باشد. م α = ۰٫ ۶۸۲۱ ± ۰٫ ۰۰۰۵ صورت به α برای تقریبی x۱۰ مقدار ،I۱۰ بازه�ی طول به توجه با

است لازم {xk} دنباله�ی همچنین، است. α شامل Ik زیربازه هر زیربازه�ها، ساختن روند به توجه با رایی. هم مرتبه

ek اگر .|Ik| = (۱/۲)k|I۰| بنابراین �شود م نصف |Ik| = bk − ak یعن Ik طول گام هر در زیرا، شود. را هم α به

آنگاه ،ek = |xk − α| یعن باشد، kام مرحله�ی در مطلق خطای

ek 6 ۱

۲
|Ik| =

(۱

۲

)k+۱

(b − a). (١١.۶)

�دهد م نشان بالا نامساوی

lim
k→∞

xk = α یا lim
k→∞

ek = ۰

همانند حداقل ،α به {xk} دنباله�ی رایی هم میدهد نشان (١١.۶) طرف از راست. هم همواره دوبخش روش یعن

رایی هم پس راست. هم (p = ۱) خط مرتبه�ی با {۲−k} دنباله�ی که �دانیم م است. صفر به {۲−k} دنباله�ی رایی هم

است. خط حداقل دوبخش روش
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کرد. تعیین را ε شده�ی تعیین پیش از دقت ی به رسیدن برای لازم تکرارهای حداکثر �توان م روش این در همچنین

است کاف (١١.۶) به توجه با .ek 6 ε باشیم داشته باید کار این ۱)برای

۲

)k+۱

(b − a) 6 ε,

�دهد م نتیجه هم این که

k + ۱ > log۲

(b − a

ε

)
.

برابر (حداکثر) ε شده�ی تعیین پیش از دقت به رسیدن برای لازم تکرار تعداد ⌋بنابراین
log۲

(b − a

ε

)⌋
که �دهد م ارائه را لازم تکرارهای حداکثر بالا فرمول که داریم توجه �دهد. م نشان را عدد ی کف ⌊·⌋ آن در که است،

α برابر اولیه تکرارهای همان در {xk} دنباله�ی اعضای از ی خاص تابع ی برای است ن مم ندارد. بستگ f تابع به

را f(x) = x تابع ریشه�ی تکرار ی در [−۱, ۱] روی دوبخش روش مثال برای شود. متوقف زود خیل روش و شود

�دهد. م ارائه

توجه با بیابیم. را ε = ۱۰−۱۰ با [۱, ۳] بازه�ی در واقع f(x) = cosh x + cos x − ۳ تابع صفر �خواهیم م .٧.۶ مثال
داریم (٢.۶) تخمین به

⌊log۲(۲ × ۱۰۱۰)⌋ = ⌊۳۴٫ ۲۲⌋ = ۳۴.

α = با است برابر تکرار تعداد این با شده محاسبه مقدار �یابیم. م دست نظر مورد دقت به تکرار ۳۴ با بنابراین

.|f(α)| .
= ۳٫ ۶۸۷۷ × ۱۰−۱۲ آن ازای به و ۱٫ ۸۵۷۹۲۰۸۲۹۱۴۸۵

انتهای ،a بازه ابتدای ،fun تابع ورودی�ها �کند. م فراهم متلب در را دوبخش روش از پیاده�سازی ی زیر برنامه�ی

تقریب این ازای به تابع مقدار ،root آمده�ی به�دست تقریب �ها خروج �باشد. م tol شده�ی تعیین پیش از دقت و b بازه

است. Niter شده انجام تکرارهای تعداد و ،res (باقیمانده)

function [root,res,Niter] = Bisection(fun,a,b,tol)

Niter = 0; I = (b - a)*0.5;

x = [a, (a+b)*0.5, b]; fx = fun(x);

while I > tol

Niter = Niter + 1;

if sign(fx(1)) * sign(fx(2))<0
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x(3) = x(2); x(2) = x(1)+(x(3)-x(1))*0.5;

fx = fun(x); I = (x(3)-x(1))*0.5;

elseif sign(fx(2))* sign(fx(3))<0

x(1) = x(2); x(2) = x(1)+(x(3)-x(1))*0.5;

fx = fun(x); I = (x(3)-x(1))*0.5;

else

x(2) = x(find(fx==0)); I = 0;

end

end

root = x(2); res = fun(root);

tol از است واقع آن در ریشه که بازه�ای نصفطول که �یابند م ادامه زمان تا تکرارها ،while جلوی شرط به توجه با

�آید م به�دست زیر دستور اجرای با ۶.۶ مثال � خروج .|xk − α| 6 tol ر دی عبارت به شود؛ تر کوچ

>> [root,res,Niter] = Bisection(@(x) x.^3+x-1,0,1,0.0005)

ی این راست. هم همواره دوبخش روش شود، انتخاب درست به [a, b] اولیه�ی بازه�ی اگر کردیم ثابت این، از پیش

در f(ak)f(xk) علامت تعیین دوبخش روش در چالش مهمترین اولیه، بازه�ی انتخاب بجز است. روش این مزایای از

بودن منف یا مثبت شرط بررس و هم در آن�ها کردن ضرب سپس و f(xk) و f(ak) محاسبه�ی راه ی است. گام هر

f(bk) و f(ak) علامت ابتدا است بهتر سرریز خطای مانند محاسبات خطاهای از جلوگیری برای آن�هاست. حاصلضرب

داده�ایم. انجام هم بالا برنامه در که است کاری همان این کنیم. ضرب هم در را آن�ها علامت و تعیین را

مقادیر برای �رسیم م ریشه نزدی به وقت حالت این در آوریم. بدست u ماشین دقت با را ریشه �خواهیم م فرضکنیم

اشتباه به بازه�ها صورت این در ندهد. تشخیص درست را f(xk) علامت ماشین است ن مم |f(xk)| < u که f(xk)

در زیرا کرد. نخواهد ایجاد ل مش هیچ امر این خوشبختانه اما برود. بیراهه به وریتم ال است ن مم و �شوند م انتخاب

یا رفتن بیراهه به و آورده�ایم بدست u از کمتر پسین خطای با را ریشه ما یعن ،|f(xk)| < u داریم محاسبات سطح این

”سطح در که است این دوبخش روش مثبت خصوصیات از ر دی ی خاطر همین به ندارد. اهمیت ادامه در روش نرفتن

است. ١(کارامد) م مستح روش ماشین“ دقت

١Robust
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عوض اطراف�شان در f علامت که �رود م به�کار f تابع از صفرهایی برای تنها که است آن دوبخش روش نقص ی

این چون شاید است. آن بودن کند آن نواقص ر دی از شوند. گرفته نادیده مضاعف ریشه�های است ن مم به�ویژه، �شود. م

روش�هایی که دید خواهیم ادامه در اما نشویم، موضوع این متوجه فعلا فراگرفته�ایم، فصل این در که است روش اولین روش

دارند. وجود نیز دوبخش روش از سریع�تر بسیار

نیوتن روش ٣.۶

f که صورت در �گیرد. م به�کار را آن دوبخش روش که است اطلاعات تنها زیربازه�ها انتهایی نقاط در f تابع علامت

اصل ایده�ی است. معروف نیوتن روش به که �شود م ساخته f ′ و f مقادیر به�کارگیری با کارا روش ی باشد، مشتق�پذیر

را f از خط تقریب ی ریشه�ی تکرار هر در ،f ریشه�ی یافتن بجای روش، این در �باشد. م راست سر بسیار نیوتن روش

اخیر شده�ی محاسبه تقریب xk گیریم هستند. xk نقاط در f مماس خطوط همان ، خط تقریب�های این �آوریم. م بدست

است زیر صورت به xk نقطه�ی در y = f(x) منحن بر مماس خط معادله�ی باشد. f تابع ریشه�ی ی از

Lk(x) = f(xk) + f ′(xk)(x − xk)

آن در ،(۶.۶ ل (ش یریم ب xk+۱ جدید تقریب را (Lk ریشه�ی همان (یعن xها محور با مماس خط این تقاطع محل اگر

صورت

xk+۱ = xk −
f(xk)

f ′(xk)
, k = ۰, ۱, . . . , (١٢.۶)

مقدار تکرار هر در �کند. م تولید x۰ اولیه�ی حدس از شروع با را {xk} دنباله�ی دستور این ،f ′(xk) ̸= ۰ که شرط به

دو بین اختلاف اندازه�ی �گوییم؛ م نیوتن گام طول کسر، این قدرمطلق به �شود. م اضافه قبل مقدار به −f(xk)/f
′(xk)

است. گام طول برابر متوال گام

غیرخط مسئله ی حل بجای که معن این به است، �سازی“ خط ”روش ی نیوتن روش که کردیم مشاهده بالا در

�کند. م حل (k = ۰, ۱, . . . برای Lk(x) = ۰) خط مسئله�ی چندین ،(f(x) = ۰)

تقریب شامل هندس توضیح از و داد شرح را روش این عددی مثال�هایی با ١۶۶٩ در نیوتن ، تاریخ یادداشت به�عنوان

ریاضیدان توسط کار این ه بل نداد ارائه بالا بازگشت رابطه ل ش به را کارش او نکرد. استفاده مماسش خط با منحن ی

�نامند. م نیز نیوتن-رافسون روش اغلب را روش این دلیل همین به شد. انجام ١۶٩٠ در رافسون جوزف انگلیس

که این به توجه با بیابیم. نیوتن روش با را [۰, ۱] بازه�ی در واقع f(x) = x۳ + x − ۱ تابع صفر �خواهیم م .٨.۶ مثال
�کند م تولید را زیر دنباله�ی (١٢.۶) دستور ،f ′(x) = ۳x۲ + ۱

xk+۱ = xk −
x۳

k + xk − ۱

۳x۲
k + ۱

=
۲x۳

k + ۱

۳x۲
k + ۱
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نیوتن روش هندس تعبیر :۶.۶ ل ش

است آمده ٢.۶ جدول دوم ستون در نتایج صورت آن در یریم ب نظر در x۰ = ۰٫ ۵ یعن [۰, ۱] بازه وسط را اولیه حدس اگر

شود! اجرا ۵۲ گام تا �بایست م تقریب این یافتن برای دوبخش روش که باشید داشته توجه

نیوتن روش با f صفر محاسبه�ی :٢.۶ جدول
k xk |f(xk)| |xk − α| نسبت

۱ ۰٫ ۷۱۴۲۸۵۷۱۴۲۸۵۷۱۴ ۰٫ ۰۷۸۷۲ ۰٫ ۰۳۱۹۶ ۰٫ ۹۶۱۳۳

۲ ۰٫ ۶۸۳۱۷۹۷۲۳۵۰۲۳۰۴ ۲٫ ۰۴۳ × ۱۰−۳ ۸٫ ۵۲ × ۱۰−۴ ۰٫ ۸۳۴۱۵

۳ ۰٫ ۶۸۲۳۲۸۴۲۳۳۰۴۵۷۸ ۱٫ ۴۸۵ × ۱۰−۶ ۶٫ ۱۹ × ۱۰−۷ ۰٫ ۸۵۳۵۵

۴ ۰٫ ۶۸۲۳۲۷۸۰۳۸۲۸۳۴۷ ۷٫ ۸۵۴ × ۱۰−۱۳ ۳٫ ۲۸ × ۱۰−۱۳ ۰٫ ۸۵۴۰۴

۵ ۰٫ ۶۸۲۳۲۷۸۰۳۸۲۸۰۱۹ ۱٫ ۱۱ × ۱۰−۱۶ ۰

برابر نسبتها این حد دید خواهیم ٢.۶ قضیه�ی در همچنان�که است. |xk+۱−α|
|xk−α|۲ نسبتهای شامل ٢.۶ جدول چهارم ستون

این یل تش برای �کنند. م میل مقدار این به ٢.۶ جدول آخر ستون مقادیر و است C = |f ′′(α)/۲f ′(α)| ≈ ۰٫ ۸۵۴۰۸

روش رایی هم مرتبه�ی که �دهد م نشان آخر ستون است. شده فراهم متلب در fzero دستور از استفاده با α مقدار نسبتها

�کنیم. م اثبات را آن ادامه در البته که باشد، p = ۲ بایست نیوتن

حدس ،dfun تابع مشتق ،fun تابع ورودی�ها �کند. م فراهم متلب در را نیوتن روش از پیاده�سازی ی زیر برنامه�ی

ازای به تابع مقدار ،root آمده� به�دست تقریب ترتیب به �ها خروج �باشد. م tol شده�ی تعیین پیش از دقت و x0 اولیه

است. Niter شده انجام تکرارهای تعداد و resتقریب این

function [root,res,Niter] = Newton(fun,dfun,x0,tol)
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x = x0; Niter = 0; diff = tol+1;

while abs(diff) >= tol

Niter = Niter + 1;

diff = -fun(x)/dfun(x); x = x + diff;

end

root = x; res = fun(root);

شود؛ تر کوچ tol از نیوتن گام طول که �یابند م خاتمه زمان تکرارها �بینید، م برنامه while شرط در که همانطور

تعداد حداکثر روی شرط یا باقیمانده، روی شرط مانند ر دی توقف شرط�های �توان م .|xk+۱ − xk| 6 tol ر دی بیان به

کرد. اضافه هم را تکرار

تصور �توانید م را موارد برخ آیا نباشد. را هم نیوتن روش x۰ دلخواه انتخاب�های برای است ن مم کل حالت در

به نیوتن روش که �دهد م نشان را حالت�هایی ٧.۶ ل ش آورند؟ بوجود نیوتن روش برای را لات مش است ن مم که کنید

دور نقطه چند بین در دنباله راست، سمت در که حال در �شود م واگرا حاصل دنباله�ی چپ سمت در �انجامد: م ست ش

�کند. نم میل تابع صفر به هرگز و �زند م
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چپ سمت در f(x) = ۳
√

x و راست سمت در f(x) = x۳ − x − ۳ برای نیوتن روش :٧.۶ ل ش

دوبخش و نیوتن روش�های ترکیب

تکرارهای �کنید م مشاهده بالا نمودارهای در که همانطور اما است، سریع بسیار آن رایی هم باشد، را هم اگر نیوتن روش

دوبخش روش در که دیدیم قبلا اما گیرند. قرار نامتناه چرخه�ی ی در یا شوند دور ریشه از است ن مم نیوتن روش

ی آوردن به�دست برای �شود. م حاصل همیشه رایی هم و است کنترل تحت همواره ریشه اما است کند رایی هم اگرچه
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تعیین را بازه ی ابتدا روش، این اجرای برای کرد. ترکیب دوبخش روش با �توان م را نیوتن روش اعتماد، قابل وریتم ال

از تکرار هر در �کند. م تضمین را بازه این در ریشه وجود تابع پیوستگ زیرا دهد علامت تغییر آن در f تابع که �کنیم م

شامل [a, b] بازه ترکیبی روش تکرارهای از ی در کنید فرض است. ضروری بازه�ای چنین آوردن بدست ترکیبی، روش

است چنین بعدی تکرار نیوتن روش با باشد. ریشه از کنون تقریب xc و ریشه

x+ = xc −
f(xc)

f ′(xc)

تکرار صورت، این غیر در و �شود م پذیرفته ترکیبی روش جدید تکرار عنوان به مقدار این ،x+ ∈ [a, b] که صورت در

یعن �آید م بدست بخش دو روش با جدید

x+ =
a + b

۲
.

مقدار ،xc کنون تکرار تابع این ورودی�های �کند. م مشخص را بعدی تکرار انجام نحوه زیر ل ش به StepIsOK تابع

صفر ، ok تابع این خروج است. [a, b] بازه انتهای و ابتدا و dfx نقطه این در تابع مشتق مقدار ،fx نقطه این در f تابع

با بعدی تکرار بنابراین �گرداند، برم را ۱ عدد باشد واقع [a, b] کنون بازه درون همچنان بعدی تکرار اگر است. ی یا

این با و �گرداند برم را ۰ عدد گیرد قرار [a, b] کنون بازه خارج بعدی تکرار اگر �شود. م پذیرفته x+ و انجام نیوتن روش

�دهد. م انجام دوبخش روش را بعدی تکرار �شود م معلوم خروج

function ok = StepIsOK(xc,fx,dfx,a,b)

if dfx > 0, ok = ((a-xc)*dfx <= -fx) & (-fx <= (b-xc)*dfx);

elseif dfx < 0, ok = ((a-xc)*dfx >= -fx) & (-fx >= (b-xc)*dfx);

else ok = 0;

end

بازه��ی داشتیم، بخش دو روش در آنچه همانند تابع، علامت تغییر اصل گرفتن نظر در با جدید تقریب تعیین از پس

زیر صورت به �تواند م ترکیبی روش کد �شود. م تضمین ترکیبی روش رایی هم اصلاح این با �شود. م به�روز ریشه شامل

شود. نوشته

function [root,res,Niter] = NewtonBisection(fun,dfun,a,b,tol)

xc = a; Niter = 0; diff = tol+1;

while (abs(diff) > tol) && (0.5*(b-a) > tol)
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fxc = fun(xc); dfxc = dfun(xc);

ok = StepIsOK(xc,fxc,dfxc,a,b);

if (ok)

diff = -fxc/dfxc; xc = xc + diff;

else

xc = (a+b)/2;

end

s = sign(fun(a))*sign(fun(xc));

if s < 0, b = xc; elseif s > 0, a = xc; else break; end

Niter = Niter + 1;

end

root = xc; res = fun(xc);

نیوتن گام یا که زمان تا یعن است، نیوتن روش برنامه و دوبخش روش برنامه توقف شرط از ترکیبی هم توقف شرط

راست سمت ل ش مثال روی کد این از اجرا ی �یابند. م ادامه تکرارها بزرگترند tol از دوبخش بازه�ی طول نصف یا

است زیر صورت به ٧.۶

>> [root,res,Niter] = NewtonBisection(@(x)x.^3-x-3,@(x)3*x.^2-1,-5,5,10^-14)

داشت خواهد همراه به را زیر نتایج دستور این اجرای

root =

1.671699881657161

res =

-8.881784197001252e-16

Niter =

11

با نیوتن روش ،x۰ شروع نقطه�ی مناسب انتخاب با و f تابع روی شرایط تحت که کرد خواهیم ثابت بعد قسمت در

راست. هم ریشه به دو مرتبه
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نیوتن روش رایی هم مرتبه

I := [α− r, α + r] بسته بازه در x مقادیر جمیع ازای به f ′′ و f ′ ،f فرضکنید نیوتن) روش رایی (هم .٢.۶ قضیه
موجود M مثبت ثابت �کنیم م فرض علاوه به .f ′′(α) ̸= ۰ و f ′(α) ̸= ۰ ،f(α) = ۰ که طوری باشند پیوسته ،r > ۰ با

باشیم داشته I در s و t هر برای که طوری باشد

|f ′′(s)|
|f ′(t)|

6 M.

{xk} دنباله آنگاه شود، Iδانتخاب := {x ∈ R : |x − α| 6 δ} بازه�ی در x۰ اولیه حدس و δ 6 min{r, ۱/M} اگر

�شود. م را هم α به مربع به�طور (١٢.۶) نیوتن روش از حاصل

قضیه با .xk ∈ Iδ ⊆ I صورت این در ،|xk −α| 6 δ = min{r, ۱/M} که باشد دنباله از جمله�ای xk گیریم برهان.

�دهیم م بسط xk نقطه حول را f تابع تیلر،

۰ = f(α) = f(xk) + (α − xk)f
′(xk) +

۱

۲
(α − xk)

۲f ′′(ξk), (١٣.۶)

داریم (١٣.۶) و (١٢.۶) به توجه با دارد. قرار I در بنابراین و ،xk و α بین ξk که

xk+۱ − α = (xk − α)۲ f ′′(ξk)

۲f ′(xk)
. (١۴.۶)

بنابراین |xk − α| 6 ۱
M

چون

|xk+۱ − α| =
۱

۲
|xk − α| |f

′′(ξk)|
|f ′(xk)|

|xk − α| 6 ۱

۲

۱

M
M |xk − α| =

۱

۲
|xk − α|.

برای دارد نشان �توان م ریاض استقرای با ،|x۰ − α| 6 δ چون .|xk+۱ − α| 6 δ/۲ آنگاه |xk − α| 6 δ اگر بنابراین

xk و α بین ξk �نقطه شد. خواهد را هم α به {xk} دنباله k → ∞ وقت بنابراین .|xk − α| 6 ۲−kδ داریم k > ۰ هر

(١۴.۶) به بنا هستند پیوسته I روی f ′′ و f ′ چون �شود. م را هم α به نیز {ξk} دنباله k → ∞ وقت بنابراین دارد، قرار

داریم

lim
k→∞

|xk+۱ − α|
|xk − α|۲

=
∣∣∣ f ′′(α)

۲f ′(α)

∣∣∣, (١۵.۶)

نتیجه ۰ < C 6 M/۲ و C = |f ′′(α)/۲f ′(α)| با α به {xk} دنباله مربع رایی هم ١.۶ تعریف به توجه با که

�شود. م

،α =
π

۲
یافتن برای مثال به�عنوان باشد. نزدی α به خیل x۰ اولیه استحدس لازم گاه نیوتن روش رایی هم برای

اگر حت که کنید توجه ببینید). را ٨.۶ ل (ش است ضروری کاری چنین ،f(x) = cos(x) + sin۲(۵۰x) تابع صفر

دارد. ریشه دو همسای این در نوسان تابع این هم باز شود، محدود ۰٫ ۰۱ شعاع به π/۲ از همسای ی به x۰ انتخاب
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α به x۰ نزدی لزوم و f(x) = cos(x) + sin۲(۵۰x) نمودار :٨.۶ ل ش

است زیر به�صورت x۰ اولیه حدس انتخاب ،α به xk رایی هم برای ٢.۶ قضیه فرض�های جمله از

|x۰ − α| 6 ۱

M
(١۶.۶)

۶.۶ تمرین شود. تضمین α به رایی هم تا باشد نزدی α به باید x۰ اندازه چه بدانیم آنکه برای است مقداری M بنابراین

ببینید. را

وسیع�تر بازه ی روی نیوتن روش که داد نشان �توان م باشد، دسترس در اطلاعات تابع مشتق�های علامت مورد در اگر

است. را هم

و f ′ که طوری باشد موجود ،A > α ،A حقیق عدد و کند صدق ٢.۶ قضیه شرایط در f تابع کنید فرض .٣.۶ قضیه
برای �آید م به�دست (١٢.۶) نیوتن روش از که {xk} دنباله صورت، این در باشند. مثبت J = [α, A] بازه در دو هر f ′′

�شود. م را هم α به مربع به�طور x۰ ∈ J اولیه حدس هر

�شود. م واگذار خواننده به بالا قضیه اثبات

ی در f ′′ علاوه به باشد، داشته α در مضاعف ریشه ی f یعن ،f(α) = f ′(α) = ۰ کنید فرض .١.۶ ملاحظه
قضیه به�کارگیری و (١۴.۶) به بنا صورت این در باشد نیوتن روش از حاصل دنباله {xk} اگر است. پیوسته α از همسای

داریم f ′ برای میانگین مقدار

xk+۱ − α =
۱

۲
(xk − α)f ′′(ξk)

xk − α

f ′(xk) − f ′(α)
=

۱

۲
(xk − α)

f ′′(ξk)

f ′′(ηk)
,

کنیم فرض δ > ۰ با I = [α − δ, α + δ] بازه در x هر برای اگر دارند. قرار xk و α بین دو هر ηk و ξk که

رای هم {xk} تکرارهای دنباله�ی x۰ ∈ I اولیه حدس برای آنگاه ،M 6 ۲M ′ آن در که ۰ < M ′ 6 |f ′′(x)| 6 M

داریم علاوه به است. α به خط

lim
k→∞

|xk+۱ − α|
|xk − α|

=
۱

۲
.
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چندگانه و ساده ریشه�های برای نیوتن روش رایی هم :٩.۶ ل ش

صورت آن در باشد را هم نیوتن روش از حاصل دنباله و ،m > ۱ چندگانگ با f صفر α اگر ، کل حالت در

lim
k→∞

|xk+۱ − α|
|xk − α|

= ۱ − ۱

m
.

است. شده خواسته تمرینات در اثبات

π لذا f ′(π) ̸= ۰ که این به توجه با صفرند. برابر α = π در دو هر g(x) = sin۲ x و f(x) = sin x توابع .٩.۶ مثال
تکرارهای برای دو مرتبه رایی هم ٩.۶ ل ش در است. g مضاعف صفر π و g′(π) = ۰ که حال در است f ساده�ی صفر

�شود. م ملاحظه نیوتن روش با g تکرارهای برای خط رایی هم و f

باید حال این با ، خط مرتبه�ی با اگرچه است را هم همچنان نیوتن روش باشد، m > ۱ ریشه چندگانگ که حالت در

سرعت برای حالت�هایی چنین در .f ′(x) ̸= ۰ باشیم داشته x ∈ I \ {α} هر ازای به و شود انتخاب مناسبی طور به x۰

�کنیم م اصلاح زیر ل به�ش را (١٢.۶) متداول روش رایی، هم به بخشیدن

xk+۱ = xk − m
f(xk)

f ′(xk)
, k = ۰, ۱, . . . (١٧.۶)

تمرینات در هم ادعا این اثبات است. دو برابر (١٧.۶) شده اصلاح نیوتن روش رای هم مرتبه ،f ′(xk) ̸= ۰ که شرط به

سرعت گیریم، به�کار m = ۲ با را (١٧.۶) اصلاح�شده نیوتن روش g(x) برای اگر ،٩.۶ مثال در است. شده خواسته

شد. خواهد f تابع با شده تولید دنباله شبیه حاصل دنباله رایی هم

چندگانه ریشه x = α در f(x) = ۰ معادله اگر �کنیم: م عمل زیر ل ش به نیست معلوم آن چندگانگ که ریشه��ای برای

است زیر معادله ساده ریشه ی α صورت آن در باشد، داشته

u(x) = ۰ u(x) = f(x)/f ′(x)
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α چندگانگ از مستقل این و بود خواهد مربع رای هم گیریم، به�کار u(x) = ۰ معادله برای را نیوتن روش اگر بنابراین

است چنین u(x) = ۰ معادله برای نیوتن روش است. f(x) = ۰ معادله از ریشه� ی به�عنوان

xk+۱ = xk −
f(xk)

f ′(xk) − f(xk)f ′′(xk)/f ′(xk)
(١٨.۶)

این و است نیاز مورد f ′′(xk) محاسبه روش این اجرای برای است. شده پیشنهاد شرودر١ توسط ۱۸۷۰ سال در روش این

�کند. م کم را روش کارایی

شبه�نیوتن روش�های ۴.۶

بدان این است. مربع رایی هم خوب خیل ویژگ دارای نیوتن روش باشد، ریشه نزدی کاف اندازه به اولیه حدس هرگاه

�شود. م را هم معلوم نقطه�ای نزدی در ریشه� ی به دوبخش مانند روش�هایی از سریع�تر خیل روش این که معناست

در ول نیست. ل مش چندان ٨.۶ مانند ساده�ای مثال برای و است تکرار هر در آن مشتق و f تابع محاسبه�ی کار این هزینه

ناگزیر است ن مم آن، جای به یا باشد، نشده نوشته تحلیل به�طور است ن مم است، پیچیده کاملا f تابع مسایل از بسیاری

است، ن نامم یا ل مش تحلیل طور به f مشتق�گیری حالت�هایی، چنین در باشیم. f(x) محاسبه برای برنامه ی اجرای به

محاسبه�ی از �خواهیم م ، مسایل چنین برای �باشد. م پرهزینه آن محاسبه�ی آورد، به�دست دستور ی بتوان اگر حت و

بالا اندازه�ای تا رایی هم آنکه حال کنیم، محاسبه را آن�ها از کم�تری تعداد ان ام حد در دستِ�کم، یا، اجتناب مشتق�ها

صورت به تکرارهایی شود. نگه�داشته

xk+۱ = xk −
f(xk)

dk

, dk ≈ f ′(xk) (١٩.۶)

�نامند. م شبه�نیوتن روش�های اغلب را

ثابت روششیب ١.۴.۶

f شیب اگر گیرد. قرار f ′(x۰) مقدار dk جای به k هر برای (١٩.۶) در و شود محاسبه x۰ در بار ی تنها f ′ کنید فرض

�شود م نامیده ثابت شیب روش روش، این کند. دنبال را نیوتن روش رفتار �رود م انتظار روش این از نکند، تغییر چندان

xk+۱ = xk −
f(xk)

d
d = f ′(x۰) (٢٠.۶)

نمایش ek := xk − α با را xk در خطا اگر �دهیم. م بسط α ریشه حول را f(xk) تیلر قضیه با روش، این تحلیل برای

صورت آن در دهیم،

f(xk) = f(α) + (xk − α)f ′(α) + O
(
(xk − α)۲

)
= ekf

′(α) + O(e۲
k)

١Ernst Schröder (1841-1902)
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داریم و �کنیم م کم را α ریشه (٢٠.۶) طرف دو از است. شده استفاده O(·) نماد از �مانده باق صریح نوشتن جای به

ek+۱ = ek −
f(xk)

d
= ek

(
۱ − f ′(α)

d

)
+ O(e۲

k)

قابل بالا در O(e۲
k) جمله که نزدی چنان� ،α به نزدی کاف اندازه به x۰ برای آنگاه ،|۱ − f ′(α)/f ′(x۰)| < ۱ اگر

خط رایی هم از بهتر انتظاری �توان نم ثابت مماس روش از حال هر در است. خط رای هم روش این باشد، صرفنظر

داشت. را

dk مقدار (١٩.۶) در که این جای به کنیم. روزآمد را مشتق اوقات گاه که است آن روش این از متفاوت ل ش ی

محاسبه را f ′(xk) جدید مشتق ی رفت، پیش کندی به تکراری روش رایی هم هرگاه یریم، ب f ′(x۰) برابر k هر برای را

در است ن مم وجود، این با دارد نیاز مشتق از بیشتری محاسبات به ثابت شیب روش به نسبت روش این چه اگر کنیم.

تکرارهای تعداد و تکرار ی هزینه بین ، غیرخط معادلات حل برای روش ی انتخاب در شود. را هم کمتری تکرار تعداد

دارد. وجود تضاد معمولا مطلوب دقت ی به رسیدن برای نیاز مورد

وتری روش ٢.۴.۶

یعن بزنیم، تقریب (xk, f(xk)) و (xk−۱, f(xk−۱)) نقاط بر مار قاطع خط شیب با را f ′(xk) کنید فرض

f ′(xk) ≈
f(xk) − f(xk−۱)

xk − xk−۱
.

مشتق�گیری از اجتناب باعث آن به�کارگیری و �باشد م f [xk−۱, xk] شده�ی تقسیم تفاضل اولین همان نسبت، این واقع در

به xk−۱ وقت حد در که کنید توجه گرفت. نظر در تفاضل نسبت این برابر �توان م را (١٩.۶) در dk ترتیب این به است.

قابل تقریب dk داشت انتظار �توان م باشد نزدی xk به xk−۱ وقت بنابراین کرد. خواهد میل f ′(xk) به dk کند، میل xk

ل به�ش x۱ و x۰ آغازین مقادیر برای و �کند م استفاده خط�مش این از قاطع خط یا وتری روش باشد. f ′(xk) برای قبول

�شود م ساخته زیر

xk+۱ = xk −
xk − xk−۱

f(xk) − f(xk−۱)
f(xk), k = ۱, ۲, . . . . (٢١.۶)

اولیه مقادیر اگر بیابیم. وتری روش با را [۰, ۱] بازه�ی در واقع f(x) = x۳ + x − ۱ تابع صفر �خواهیم م .١٠.۶ مثال
باشید داشته توجه است آمده ٣.۶ جدول دوم ستون در نتایج صورت آن در یریم ب نظر در x۱ = ۱ و x۰ = ۰ به�صورت را

بود. سریع�تر اندک ریشه از تقریب این یافتن برای نیوتن روش که

مربع از کندتر و خط از سریع�تر �رسد م نظر به است. ل مش ١٠.۶ مثال نتایج از وتری روش رایی هم مرتبه تعیین

�کنیم. م ارائه رایی هم مرتبه از برآوردی ادامه در بزنید؟ حدس �توانید م را وتری روش رایی هم مرتبه آیا باشد.



شبه�نیوتن روش�های ۴.۶ ٢٠٨

قاطع خط یا وتری روش :١٠.۶ ل ش

وتری روش با f صفر محاسبه�ی :٣.۶ جدول
k xk |f(xk)| |xk − α| pk

۲ ۰٫ ۵۰ ۰٫ ۳۷۵۰ ۰٫ ۱۸۲۳

۳ ۰٫ ۶۳۶۳۶۳۶۳۶۳۶۳۶۳ ۰٫ ۱۰۵۹ ۰٫ ۰۴۶۰ ۲٫ ۴۸۲

۴ ۰٫ ۶۹۰۰۵۲۳۵۶۰۲۰۹۴۲ ۰٫ ۰۱۸۶ ۷٫ ۷۲ × ۱۰−۳ ۱٫ ۲۹۴

۵ ۰٫ ۶۸۲۰۲۰۴۱۹۶۴۸۱۸۶ ۷٫ ۳۶ × ۱۰−۴ ۳٫ ۰۷ × ۱۰−۴ ۱٫ ۸۰۸

۶ ۰٫ ۶۸۲۳۲۵۷۸۱۴۰۹۸۹۳ ۴٫ ۸۵ × ۱۰−۶ ۲٫ ۰۲ × ۱۰−۶ ۱٫ ۵۵۸

۷ ۰٫ ۶۸۲۳۲۷۸۰۴۳۵۹۰۲۶ ۱٫ ۲۷ × ۱۰−۹ ۵٫ ۳۱ × ۱۰−۱۰ ۱٫ ۶۴۱

۸ ۰٫ ۶۸۲۳۲۷۸۰۳۸۲۸۰۱۸ ۲٫ ۲۲ × ۱۰−۱۵ ۸٫ ۸۸ × ۱۰−۱۶ ۱٫ ۶۱۳

۹ ۰٫ ۶۸۲۳۲۷۸۰۳۸۲۸۰۱۹ ۱٫ ۱۱ × ۱۰−۱۶ ۰

اندازه به مقادیر برای (۶.۶) به توجه با باشد. وتری روش رای هم مرتبه p و xk مطلق خطای ek := |xk −α| فرضکنیم

داریم k بزرگ کاف

ek ≈ Cep
k−۱ و ek+۱ ≈ Cep

k

طرف دو از اریتم ل گرفتن با �شود. م نتیجه ek+۱/ek ≈ (ek/ek−۱)
p رابطه�ی و �کنیم م تقسیم هم بر را رابطه دو این

�آید م به�دست تجربی١ رایی هم مرتبه به موسوم p برای زیر صورت به برآوردی رابطه این

pk = log(ek+۱/ek)/ log(ek/ek−۱), k = ۱, ۲, . . . .

١Experimental Order of Convergence



٢٠٩ غیرخط معادلات حل .۶ فصل

باشند. دقیق رایی هم مرتبه برای برآوردی مقادیر این است، آمده ٣.۶ جدول پایان ستون در pk مقادیر ١٠.۶ مثال در

واگذار ٢٢.۶ تمرین به لم این اثبات �آوریم. م را زیر لم ابتدا کار این برای کنیم، تعیین دقیق به�طور را p مقدار �خواهیم م

�شود. م

و f(α) = ۰ که طوری باشند پیوسته α شامل بازه�ای در x مقادیر جمیع ازای به f ′′ و f ′ ،f کنید فرض .۴.۶ لم
{xk} دنباله آنگاه شوند، انتخاب α به نزدی کاف اندازه به x۱ و x۰ اولیه حدس�های اگر صورت این در .f ′(α) ̸= ۰

به�علاوه �شود. م را هم α به (٢١.۶) وتری روش از حاصل

lim
k→∞

ek+۱

ekek−۱
=

f ′′(α)

۲f ′(α)
=: µ. (٢٢.۶)

و است ۰٫ ۸۵۴۲ و ۰٫ ۸۵۱۸ ،۰٫ ۸۶۵۷ برابر ترتیب به k = ۴, ۵, ۶ برای ek+۱/(ekek−۱) نسبتهای ١٠.۶ مثال در

�باشند. م مقایسه قابل ،(٢٢.۶) در µ مقدار ،۰٫ ۸۵۴۱ حدی مقدار با خوبی به

است برقرار زیر رابطه�ی k بزرگ کاف اندازه به مقادیر برای که �کند م بیان (٢٢.۶) دستور

ek+۱ ≈ µekek−۱. (٢٣.۶)

موسوم C > ۰ ثابت کنید فرض �آید. م به�دست وتری روش رایی هم مرتبه نتیجه این از ونه چ که �دهیم م نشان ادامه در

که طوری باشد موجود رایی هم ضریب به

ek+۱ ≈ Cep
k. (٢۴.۶)

به توجه با کرد. نزدی تساوی به دلخواه اندازه به �توان م را رابطه� این k بزرگ کاف اندازه به مقادیر برای نیز جا این در

بنابراین و ek ≈ Cep
k−۱ فرض

ek−۱ ≈
(
ek/C

)۱/p
.

داریم و �کنیم م زین جای (٢٣.۶) در را ek+۱ و ek−۱ دستورهای ،(٢٣.۶) برقراری فرض با هم�اکنون

Cep
k ≈ µek

(
ek/C

)۱/p
= µC−۱/p e

۱+۱/p
k .

داشت خواهیم طرف ی به ثابت�ها انتقال با

C۱+۱/pµ−۱ ≈ e
۱+۱/p−p
k . (٢۵.۶)

شود صفر باید ek توان یعن باشد، چنین باید نیز راست سمت بنابراین است k از مستقل و ثابت عبارت این چپ سمت

۱ +
۱

p
− p = ۰.



شبه�نیوتن روش�های ۴.۶ ٢١٠

بنابراین و باشد مثبت باید p روش رایی هم برای .p = (۱ ±
√

۵)/۲ با است برابر دوم درجه معادله این جواب�های

یعن است، طلایی نسبت برابر برابر وتری روش رایی هم مرتبه

p =
۱ +

√
۵

۲
.
= ۱٫ ۶۱۸۰.

تعیین را (٢۴.۶) در C رایی هم ضریب اکنون شده�اند. نزدی مقدار این به حدی تا ٣.۶ جدول پایان ستون مقادیر

اما ،C۱+۱/pµ−۱ = ۱ بنابراین است ۱ برابر و k از مستقل (٢۵.۶) راست سمت p = (۱ +
√

۵)/۲ برای �کنیم. م

دادیم نشان وتری روش برای خلاصه طور به .C = µ۱/p پس ۱ + ۱/p = p

lim
k→∞

|xk+۱ − α|
|xk − α|p

=
∣∣∣ f ′′(α)

۲f ′(α)

∣∣∣۱/p

. (٢۶.۶)

مختلف f علامت�های آن در که شود یافت xk و xk−۱ نقاط از جفت ی اگر کردیم، اشاره نیوتن روش در که همانگونه

کردن کار جای به وتری روش در که معناست بدان این شود. ترکیب دوبخش روش با �تواند م نیز وتری روش باشند،

f(xk−۱) یا f(xk) علامت اینکه حسب بر xk−۱ یا xk نقاط از ی و xk+۱ نقطه�ی ،xk و xk+۱ جدید نقاط با خودکار

است. دسترس در f تابع صفر شامل بازه ی همواره ترتیب، این به �شود. م انتخاب باشد، مخالف f(xk+۱) علامت با

است. خط رایی هم دارای رایی، هم تضمین صورت در و �شود م نامیده خطا تصحیح یا نابجایی روش وریتم ال این

مولر روش ٣.۴.۶

تعمیم ی �شود. م استفاده x۲ بعدی تقریب یافتن برای (x۱, f(x۱)) و (x۰, f(x۰)) بین خط درونیابی از روشوتری در

x۲ و x۱ ،x۰ نقطه سه کنیم فرض کنیم. استفاده نقطه سه از نقطه دو به�جای بار، هر که است آن وتری روش برای ساده

درجه چندجمله�ای این ذرد. ب i = ۰, ۱, ۲ ،(xi, f(xi)) نقطه سه از که �سازیم م دوم درجه چندجمله�ای شده�اند، داده

�آید م به�دست زیر دستور با دوم

p۲(x; f) = f(x۲) + (x − x۲)f [x۲, x۱] + (x − x۲)(x − x۱)f [x۲, x۱, x۰].

،x۱ نقاط با را روند این .(١١.۶ ل (ش باشد x۲ به تر نزدی ریشه x۳ و حقیق ریشه دو دارای p۲(x; f) = ۰ کنیم فرض

است. معروف مولر١ روش به روش این آخر. ال و �کنیم م تکرار x۳ و x۲

�گذرد م i = k−۲, k−۱, k ،(xi, f(xi)) نقطه سه از که دوم درجه درونیاب چندجمله�ای ریشه�های کل حالت در

�آیند م به�دست زیر دوم درجه معادله از مناسب، بازنویس ی با

f [xk, xk−۱, xk−۲] h۲
k + w hk + f(xk) = ۰, (٢٧.۶)

١David Eugene Muller (1924 – 2008)
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است. مولر روش در p۲(x; f) نمایش خط�چین منحن :١١.۶ ل ش

آن در که

hk = x − xk w = f [xk, xk−۱] + (xk − xk−۱)f [xk, xk−۱, xk−۲].

�کنیم م استفاده (٢٧.۶) معادله ریشه�های محاسبه برای زیر دستور از بامعن ارقام کاهش خطاهای از اجتناب برای

hk = − ۲f(xk)

w ±
√

w۲ − ۴f(xk)f [xk, xk−۱, xk−۲]
, k = ۲, ۳, . . .

انتخاب طوری را مخرج علامت بنابراین است. |hk| مقدار ترین کوچ متناظر xk به (٢٧.۶) معادله ریشه �ترین نزدی

است چنین مولر روش مقدمه این با نماید. حداقل را |hk| نتیجه در و حداکثر را مخرج که �کنیم م

xk+۱ = xk + hk, k = ۲, ۳, . . . , (٢٨.۶)

دارد. نیاز ریشه از x۲ و x۱ ،x۰ اولیه حدس سه به که

را اولیه مقادیر اگر بیابیم. مولر روش با را [۰, ۱] بازه�ی در واقع f(x) = x۳ + x− ۱ تابع صفر �خواهیم م .١١.۶ مثال
است آمده ۴.۶ جدول دوم ستون در نتایج صورت آن در یریم ب نظر در x۲ = ۰٫ ۵ و x۱ = ۱ ،x۰ = ۰ به�صورت

مختلط صفرهای �تواند م روشمولر باشند، حقیق هم اولیه حدس�های اگر حت وتری، یا نیوتن برخلافروش�های

نیز حقیق ریشه ی محاسبه برای البته است. آن از استفاده برای دلیل ی و مهم جنبه ی این کند. محاسبه را f تابع

(٢٧.۶) دوم درجه معادله از آمده به�دست جواب�های است ن مم زیرا دارد، وجود مختلط تقریب�های با مواجه�شدن ان ام

ر دی از شود. گرفته نادیده �تواند م که است صفر نزدی آنقدر معمولا موهوم قسمت حالت�هایی چنین در باشند. مختلط

که داد نشان �توان م سو،

ek+۱ = − f ′′′(ξk)

۶p′۲(ck)
ekek−۱ek−۲, (٢٩.۶)



�نقطه�ای تک تکراری روش�های ۵.۶ ٢١٢

مولر روش با f صفر محاسبه�ی :۴.۶ جدول
k xk hk−۱ |f(xk)|

۳ ۰٫ ۶۶۶۶۶۶۶۶۶۶۶۶۶۶۷ ۰٫ ۱۶۶۶۶۶۶۶۶۶۶۶۶۶۷ ۰٫ ۰۳۷۰

۴ ۰٫ ۶۸۱۹۵۸۴۵۶۲۵۶۰۰۹ ۰٫ ۰۱۵۲۹۱۷۸۹۵۸۹۳۴۲ ۸٫ ۸۵ × ۱۰−۴

۵ ۰٫ ۶۸۲۳۲۸۲۴۴۴۰۹۳۹۴ ۰٫ ۰۰۰۳۶۹۷۸۸۱۵۳۳۸۵ ۱٫ ۰۶ × ۱۰−۶

۶ ۰٫ ۶۸۲۳۲۷۸۰۳۸۲۶۹۵۶ −۰٫ ۰۰۰۰۰۰۴۴۰۵۸۲۴۳۸ ۲٫ ۵۵ × ۱۰−۱۲

۷ ۰٫ ۶۸۲۳۲۷۸۰۳۸۲۸۰۱۹ ۰٫ ۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۱۰۶۳ ۱٫ ۱۱ × ۱۰−۱۶

روش در که استدلال با است. واقع xk و α بین یا xk−۱ و α بین ck و ،xk+۱ و α بین ξk ،ek = xk − α اینجا در که

باشد �مشتق�پذیر پیوسته طور به بار سه α همسای ی در f و باشد f ساده صفر α که شرط به شد، برده به�کار وتری

که داد نشان �توان م

lim
k→∞

|xk+۱ − α|
|xk − α|p

=
∣∣∣ f ′′′(α)

۶f ′(α)

∣∣∣(p−۱)/۲

, (٣٠.۶)

است. p .
= ۱٫ ۸۳۹ برابر تقریبا و p۳ − p۲ − p − ۱ = ۰ معادله مثبت ریشه مولر، روش مرتبه یعن p آن در که

�نقطه�ای تک تکراری روش�های ۵.۶

ریشه، از بهتری تقریب پیش�بین برای نیوتن روش در �گیریم. م پی را f(x) = ۰ معادله�ی از α مانند ریشه�ای یافتن مسئله

گرفت نظر در k > ۰ با xk+۱ = g(xk) ل به�ش �توان م را نیوتن روش واقع در �کنیم. م استفاده x مقدار ی از تنها

روش در است. تک�نقطه�ای روش�های جمله� از نیوتن روش بنابراین است. (١٢.۶) راست سمت برابر g تابع آن در که

استفاده x مقدار دو از است، (٢١.۶) راست سمت برابر g تابع آن در که k > ۱ با xk+۱ = g(xk, xk−۱) ل به�ش وتری

است. سه�نقطه�ای روش ی مولر روش (٢٨.۶) اساس بر سرانجام است. دو�نقطه�ای روش� ی وتری روش پس �کنیم. م

داد نمایش زیر کل وی ال با �توان م را تکراری روش�های باشد، صحیح عدد ی ℓ > ۰ اگر

xk+۱ = g(xk, xk−۱, . . . , xk−ℓ) k = ℓ, ℓ + ۱, . . . . (٣١.۶)

ℓ+۱ روش (٣١.۶) بنابراین �آید، م به�دست xk−ℓ ،. . . ،xk قبل نقطه ℓ+۱ حسب بر xk+۱ جدید تقریب روش این در

است. نقطه�ای

را f(x) = ۰ معادله�ی دقیق�تر، عبارت به است. محدود تک�نقطه�ای تکراری روش�های به بخش این در کار چارچوب

هم�ارز صورت به جبری دستکاری�هایی از پس

x = g(x)
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g(x) = تابع نمونه عنوان به است. [a, b] روی پیوسته و تک�متغیره �مقدار، حقیق تابع ی نیز g آن در که �نویسیم م

را x = g(x) هم�ارز صورت به f(x) = ۰ معادله�ی تبدیل است. چنین ،λ دلخواه و حقیق عدد برای ،x + λf(x)

در �باشند. نم مناسب آنها همه حال این با آوریم، به�دست متفاوت g(x)های و دهیم انجام متفاوت ل�های ش به �توانیم م

تک�نقطه�ای تکراری طرح در را x۰ مناسب اولیه حدس و g مناسب تابع آنها کم به که �کنیم م بررس را شرایط ادامه

آوریم. به�دست k > ۰ با xk+۱ = g(xk)

.α = g(α) اگر �نامیم م g : [a, b] 7−→ R معلوم ثابتتابع نقطه�ی را α ∈ [a, b] حقیق عدد .٢.۶ تعریف

داشته ثابت نقطه تابع آنها فرض با که �کنیم م بررس را کاف شرایط براور١ ثابت نقطه قضیه به موسوم زیر گزاره در

باشد.

برای و باشد پیوسته [a, b] کراندار و بسته بازه در g �مقدار حقیق تابع کنیم فرض براور) ثابت نقطه (قضیه .۵.۶ قضیه
دارد. α ∈ [a, b] ثابت نقطه�ی ی دست�کم g تابع صورت این در .g(x) ∈ [a, b] باشیم داشته x ∈ [a, b] هر

پیوسته [a, b] روی h(x) = g(x) − x تابع .g(b) 6 b و g(a) > a پس، است واقع [a, b] بازه در g تابع برد برهان.

و است

h(a) = g(a) − a > ۰ و h(b) = g(b) − b 6 ۰

g نتیجه در و باشد α = g(α) یا h(α) = ۰ که دارد وجود α ∈ [a, b] ی دست�کم میان مقدار قضیه طبق بنابراین

دارد. [a, b] در ثابت نقطه�ی ی دست�کم

است ن مم تابع�ها برخ دارند. قرار y = g(x) منحن و y = x خط برخورد محل در ثابت نقاط ، هندس نظر از

نمایی تابع پس �کند نم قطع نقطه��ای هیچ در را y = ex منحن y = x خط مثال، عنوان به باشند. نداشته ثابت نقطه�ی

سه [a, b] بازه در g تابع است. شده داده نمایش x 7→ g(x) تابع نمودار ١٢.۶ ل ش در ندارد. ثابت نقطه�ی g(x) = ex

�باشند. م y = x خط و g نمودار برخورد نقاط x مولفه�های نقطه سه این ان م و دارد ثابت نقطه�ی

با �شود. م تعریف f(x) = ex − ۲x − ۱ صورت به x ∈ [۱, ۲] هر برای که یرید ب نظر در را f تابع .١٢.۶ مثال
را معادله این باشد. f(α) = ۰ که دارد وجود [۱, ۲] در α ی دست�کم بنابراین ،f(۲) > ۰ و f(۱) < ۰ اینکه به توجه

�کنیم. م بازنویس متفاوت ل ش دو به

بنابراین �نویسیم. م x = ln(۲x + ۱) آن از پس و ex = ۲x + ۱ صورت به را ex − ۲x − ۱ = ۰ معادله .١

�دانیم م �آید. م به�دست تابع اولین g۱(x) = ln(۲x + ۱)

g۱(۱) = ln(۳)
.
= ۱٫ ۰۹۸۶ ∈ [۱, ۲] و g۱(۲) = ln(۵)

.
= ۱٫ ۶۰۹۴ ∈ [۱, ۲]

١Luitzen Brouwer (1881-1966)



�نقطه�ای تک تکراری روش�های ۵.۶ ٢١۴

[a, b] بازه روی g ثابت نقاط هندس توصیف :١٢.۶ ل ش

بنا هم�اکنون .g۱(x) ∈ [۱, ۲] داریم x ∈ [۱, ۲] هر برای است، صعودی اکیداً و پیوسته [۱, ۲] روی g۱ چون و

[۱, ۲] در ریشه ی f(x) = ۰ معادله هم�ارز، طور به یا دارد، α ∈ [۱, ۲] ثابت نقطه�ی ی g۱ تابع ۵.۶ قضیه به

دارد.

بنابراین �نویسیم. م x = (ex − ۱)/۲ آن از پس و ۲x = ex − ۱ صورت به را ex − ۲x − ۱ = ۰ معادله .٢

�دانیم م �آید. م به�دست تابع دومین g۲(x) = (ex − ۱)/۲

g۲(۱) =
e − ۱

۲
.
= ۰٫ ۸۵۹۱ /∈ [۱, ۲] و g۲(۲) =

e۲ − ۱

۲
.
= ۳٫ ۱۹۴۵ /∈ [۱, ۲]

�نگارد. نم خودش روی بر را [۱, ۲] بازه g۲ تابع بنابراین است صعودی اکیداً و پیوسته [۱, ۲] روی g۲ ر دی طرف از

نیز تابع این ١٣.۶ ل ش راست سمت به توجه با چه اگر برد، به�کار g۲ تابع برای �توان نم را ۵.۶ قضیه نتیجه در

را ثابت نقطه وجود برای کاف شرط ی قضیه� آن زیرا �باشد نم تناقض در براور قضیه با این البته دارد! ثابت نقطه

لازم. شرط ی نه و �کند م بیان

که ،g تابع ثابت نقطه�ی از تقریبی محاسبه�ی برای وریتم ال ی ساخت برای بخش این در عمل گام اولین زیر تعریف

�باشد. م است، f(x) = ۰ معادله ریشه�ی همان

بازگشت رابطه x۰ ∈ [a, b] برای باشد. پیوسته [a, b] کراندار و بسته بازه در g �مقدار حقیق تابع فرضکنیم تعریف۶.٣.

xk+۱ = g(xk), k = ۰, ۱, ۲, . . . (٣٢.۶)

�شود. م گفته تکرار تابع g تابع و ساده تکرار ثابتیا نقطه�ی تکرار را



٢١۵ غیرخط معادلات حل .۶ فصل
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١٢.۶ مثال در [۱, ۲] بازه روی g۲ و g۱ ثابت نقاط هندس توصیف :١٣.۶ ل ش

روش ی ثابت نقطه�ی تکرار روش بنابراین است وابسته xk یعن خود ماقبل تقریب به تنها xk+۱ تقریب (٣٢.۶) در

تابع زیرا شود، g تابع ثابت نقطه�ی بایست آن حد باشد، را هم (٣٢.۶) در {xk} دنباله اگر �باشد. م تک�نقطه�ای تکراری

داریم α = limk→∞ xk فرض با واقع، در است. پیوسته [a, b] بسته بازه روی g

α = lim
k→∞

xk+۱ = lim
k→∞

g(xk) = g
(

lim
k→∞

xk

)
= g(α).

کلید پی�درپی دادن فشار و ۱ عدد کردن وارد با دهید. قرار رادیان حالت در را خود جیبی حساب ماشین .١٣.۶ مثال
�شود م تولید زیر ل به�ش حقیق اعداد از دنباله�ای کسینوس،

x۱ = cos(۱)
.
= ۰٫ ۵۴۰۳, x۲ = cos(x۱)

.
= ۰٫ ۸۵۷۶, . . .

x۹ = cos(x۸)
.
= ۰٫ ۷۳۱۴, x۱۰ = cos(x۹)

.
= ۰٫ ۷۴۴۲, . . .

x۱۹ = cos(x۱۸)
.
= ۰٫ ۷۳۸۹, x۲۰ = cos(x۱۹)

.
= ۰٫ ۷۳۹۲, . . .

دنباله�ی روشساخت به توجه با �کند. م میل α
.
= ۰٫ ۷۳۹۰۸۵۱۳۳۲۱۵۱۶۱ به سرانجام اما، کندی به اگرچه دنباله، این

کسینوس تابع از ثابت نقطه�ی ی α یعن �کند، م صدق α = cos(α) معادله�ی در α حد ،x۰ = ۱ با xk+۱ = cos(xk)

است.

�آوریم. م را زیر تعریف آن از قبل �کنیم، م ارائه {xk} دنباله رایی هم برای کاف شرط ی ادامه در

انقباض ی g تابع باشد. پیوسته [a, b] کراندار و بسته بازه روی g مقدار حقیق تابع فرضکنیم (انقباض) تعریف۴.۶.
باشیم داشته [a, b] در y و x هر برای که طوری باشد موجود ۰ < L < ۱ ثابت اگر �شود م گفته [a, b] روی

|g(x) − g(y)| 6 L|x − y|. (٣٣.۶)



�نقطه�ای تک تکراری روش�های ۵.۶ ٢١۶

تصویر بین فاصله باشد، برقرار ۰ < L < ۱ برای (٣٣.۶) هرگاه که دارد واقعیت این در ریشه «انقباض» اصطلاح

L هرگاه ، کل طور به است. |x − y| یعن y و x نقاط بین فاصله از تر کوچ ،|g(x) − g(y)| یعن g تحت y و x نقاط

این نتیجه �ترین اساس که آماده�ایم هم�اکنون است. موسوم لیپشیتس شرط به (٣٣.۶) باشد، دلخواه مثبت حقیق عدد ی

کنیم. ارائه را بخش

برای و باشد پیوسته [a, b] کراندار و بسته بازه در g �مقدار حقیق تابع کنیم فرض ( انقباض نگاشت (قضیه .۶.۶ قضیه
ثابت نقطه ی g صورت این در باشد. [a, b] روی انقباض ی g علاوه به ،g(x) ∈ [a, b] باشیم داشته x ∈ [a, b] هر

�شود. م را هم α به x۰ ∈ [a, b] اولیه�ی حدس هر برای (٣٢.۶) در {xk} دنباله�ی همچنین دارد. α ∈ [a, b] تا ی

نتیجه خلف برهان با (٣٣.۶) از ثابت نقطه تایی ی است. ۵.۶ قضیه از نتیجه�ای g برای α ثابت نقطه�ی وجود برهان.

آنگاه باشد، موجود g برای [a, b] در دو هر α۲ و α۱ ثابت نقطه�ی دو اگر واقع، در �شود. م

|α۱ − α۲| = |g(α۱) − g(α۲)| 6 L|α۱ − α۲| < |α۱ − α۲|,

،k → ∞ وقت (٣٢.۶) با تعریفشده xk دنباله�ی که �دهیم م نشان ادامه در .α۱ = α۲ درنتیجه �باشد، نم ان�پذیر ام که

داریم (٣٣.۶) به توجه با �شود. م را هم α تای ی و ثابت نقطه�ی به x۰ ∈ [a, b] اولیه�ی حدس هر برای

|xk+۱ − α| = |g(xk) − g(α)| 6 L|xk − α|, k > ۰,

�شود م نتیجه ریاض استقرای به آن از که

|xk − α| 6 Lk|x۰ − α|, k > ۱. (٣۴.۶)

تای ی ثابت نقطه به {xk} دنباله یعن limk→∞ |xk − α| = ۰ بنابراین و ،limk→∞ Lk = ۰ داریم ،L ∈ (۰, ۱) چون

است. را هم α

مشتق�پذیر (a, b) یعن بازه این درون و پیوسته [a, b] بسته بازه روی g فرضکنیم است؟ ونه چ Lثابت یافتن عمل در

که دارد وجود y و x بین ξ نقطه�ی ،[a, b] بازه در y و x هر برای میانگین مقدار قضیه به بنا صورت این در باشد،

|g(x) − g(y)| = |g′(ξ)||x − y|. (٣۵.۶)

قبل اما ببینید. ادامه در هم را ٧.۶ قضیه�ی است. (٣٣.۶) در L کران یافتن معادل |g′(ξ)| برای بالا کران یافتن بنابراین

کنید. توجه زیر مثال به آن از

مثال در �شود. م تعریف f(x) = ex−۲x−۱صورت به x ∈ [۱, ۲] هر برای که یرید ب نظر در را f تابع .١۴.۶ مثال
g(x) = ln(۲x + ۱) ثابت نقطه α همچنین است، α ∈ [۱, ۲] جواب دارای f(x) = ۰ معادله که دادیم نشان ١٢.۶

علاوه به است. مشتق�پذیر (۱, ۲) روی و پیوسته [۱, ۲] روی g تابع �باشد. م

g′(x) =
۲

۲x + ۱
, g′′(x) =

−۴

(۲x + ۱)۲
.



٢١٧ غیرخط معادلات حل .۶ فصل

داریم ۱ < ξ < ۲ برای و است نزول اکیداً [۱, ۲] روی g′ بنابراین ،g′′(x) < ۰ ،x ∈ [۱, ۲] هر برای چون

۲

۵
= g′(۲) 6 g′(ξ) 6 g′(۱) =

۲

۳
,

�گیریم م نتیجه [۱, ۲] بازه در y و x هر برای (٣۵.۶) به بنا و

|g(x) − g(y)| 6 ۲

۳
|x − y|.

به�صورت {xk} دنباله�ی ، انقباض نگاشت قضیه به توجه با هم�اکنون

xk+۱ = ln(۲xk + ۱), k = ۰, ۱, ۲, . . . ,

زیر صورت به دنباله این جملات از برخ صورت این در ،x۰ = ۱ کنید فرض است. را هم α به x۰ ∈ [۱, ۲] هر برای

هستند:

x۱
.
= ۱٫ ۰۹۸۶۱۲, x۲

.
= ۱٫ ۱۶۲۲۸۳, x۳

.
= ۱٫ ۲۰۱۳۳۹, . . .

x۱۳
.
= ۱٫ ۲۵۶۲۲۷, x۱۴

.
= ۱٫ ۲۵۶۳۱۵, x۱۵

.
= ۱٫ ۲۵۶۳۶۵, . . .

است. یافته را α از درست اعشار رقم سه تنها تکرار ۱۵ از پس زیرا �شود م را هم کندی به روش �رسد م نظر به

دقیق�تر عبارت به کنیم. تعیین را ε دقت با ریشه از تقریب ی تضمین برای K(ε) لازم تکرارهای تعداد �خواهیم م

برآورد از کار این انجام برای .|xk −α| 6 ε باشیم داشته ،k > K(ε) هر برای که کنیم تعیین طوری K(ε)را �خواهیم م

داریم مثلث نابرابری به توجه با �کنیم. م استفاده انقباض نگاشت قضیه در (٣۴.۶)

|x۰ − α| 6 |x۰ − x۱| + |x۱ − α| 6 |x۰ − x۱| + L|x۰ − α|,

بنابراین

|x۰ − α| 6 ۱

۱ − L
|x۰ − x۱|.

�آید م به�دست زیر صورت به پیشرو کران ی (٣۴.۶) در نابرابری این به�کارگیری با

|xk − α| 6 Lk

۱ − L
|x۰ − x۱|. (٣۶.۶)

ε مطلوب دقت به رسیدن برای لازم تکرارهای تعداد �توانیم م x۱ یافتن و تکرار ی از پس تنها پیشرو، کران از استفاده با

�دهد م نتیجه |xk − α| 6 ε دقیق�تر عبارت به کنیم. تعیین را

Lk

۱ − L
|x۰ − x۱| 6 ε.
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�گیریم م نتیجه نابرابری این از گرفتن طبیع اریتم ل با

k > ln |x۱ − x۰| − ln(ε(۱ − L))

ln(۱/L)
.

�آید م به�دست زیر دستور با |xk − α| 6 ε باشیم داشته k > K(ε) هر برای که ε به وابسته K(ε) صحیح عدد بنابراین

K(ε) =

⌈
ln |x۱ − x۰| − ln(ε(۱ − L))

ln(۱/L)

⌉
. (٣٧.۶)

ε پیشرو دقت به رسیدن برای نیاز مورد تکرار ”حداکثر“ تکرار، تعداد این ،K(ε) تعیین روند توجه با که است ذکر به لازم

شود. حاصل دقت این هم کمتری تکرار تعداد با است ن مم عمل در و است

طوری را ثابت نقطه تکرار روش نیاز مورد تکرارهای تعداد ماکسیمم �خواهیم م و �گردیم م باز ١۴.۶ مثال به .١۵.۶ مثال
١۴.۶ مثال از .ε = ۱

۲ × ۱۰−۵ داریم پس باشد. درست اعشار رقم پنج تا دست�کم آمده به�دست تقریب که کنیم تعیین

لازم تکرار حداکثر ۲۸ واقع در .K(ε) = ⌈۲۷٫ ۱۰۰۱⌉ = ۲۸ که �دهد م نتیجه (٣٧.۶) دستور پس ،L =
۲

۳
داریم

اعشار رقم پنج تا x۲۰ که �دهند م نشان عددی نتایج است. شده ارائه تئوریِ طبق بر درست اعشار رقم پنج به رسیدن برای

است. درست

حالت�هایی، چنین در است. ل مش کار کند برآورده کامل طور به را ۶.۶ قضیه شرایط که [a, b]بازه�ی انتخاب عمل در

�باشد. م مفید زیر ل به�ش موضع رایی هم مفهوم

نزدی کاف اندازه به اولیه�ی حدس�های برای روش اگر �شود م نامیده α به را هم موضعاً تکراری روش ی تعریف۵.۶.
باشد. را هم α به

که طوری باشد موجود α از همسای ی اگر است را هم موضعاً α ریشه�ی به تکراری روش ی ر، دی عبارت به

قضیه�ی طبق مثال، عنوان به شود. را هم α به روش این از حاصل {xk} دنباله همسای این در x۰ اولیه حدس هر برای

شود انتخاب [α − δ, α + δ] بازه�ی در x۰ است لازم زیرا راست هم موضعاً روش ی کل حالت در نیوتن روش ،٢.۶

.δ 6 min{r, ۱/M} که

�کند. م بیان را ثابت نقطه روش�های موضع رایی هم زیر قضیه�ی

δ آن در که باشد Iδ := {x ∈ R : |x − α| 6 δ} در g پیوسته-مشتق�پذیر تابع ثابت نقطه�ی ی α گیریم .٧.۶ قضیه
که است شده انتخاب ونه�ای ب

max
t∈Iδ

|g′(t)| 6 L < ۱. (٣٨.۶)

راست. هم α به خط حداقل مرتبه�ی با x۰ ∈ Iδ هر برای xk+۱ = g(xk) ساده�ی تکرار و تاست ی α آنگاه



٢١٩ غیرخط معادلات حل .۶ فصل

داریم x, y ∈ Iδ هر برای میانگین مقدار قضیه به توجه با برهان.

|g(x) − g(y)| = |g′(ξ)||x − y| 6 L|x − y|, ξ ∈ Iδ,

و ثابت نقطه تایی ی Iδ با [a, b] بازه�ی زین جای با ۶.۶ قضیه�ی اکنون است. Iδ روی انقباض ی g �دهد م نشان که

داریم و �دهد م نتیجه را ثابت نقطه دنباله رایی هم

|xk+۱ − α| = |g(xk) − g(α)| 6 |g(ξk)||xk − α| < |xk − α|,

باق Iδ در تکرارها همه�ی یعن ،xk+۱ ∈ Iδ آنگاه xk ∈ Iδ اگر �دهد م نشان این است. واقع xk+۱ و xk بین ξk که

داریم بنویسیم قدرمطلق بدون را رابطه این اول قسمت اگر همچنین �مانند. م

xk+۱ − α

xk − α
= g′(ξk), k = ۰, ۱, . . . , (٣٩.۶)

�گیریم م نتیجه xk+۱ و xk بین ξk گرفتن قرار و g′ پیوستگ فرض به توجه با و طرفین از گرفتن حد با

lim
k→∞

xk+۱ − α

xk − α
= g′(α). (۴٠.۶)

است. خط حداقل روش رایی هم �گیریم م نتیجه |g′(α)| < ۱ که آنجا از

kی برای یعن است، خط رای هم دست�کم ثابت نقطه�ی تکرار که دریافت �توان م (۴٠.۶) و (٣۴.۶) به توجه با

g′(α) و (٣۴.۶) در L) ثابت ی در که �باشد م kام گام خطای همانند k + ۱ گام در خطا رفتار بزرگ، کاف اندازه به

نامیده رایی هم مجانبی ضریب ثابت این دلیل، همین به �شود. م ضرب ۱ از کمتر قدرمطلق با k از مستقل ((۴٠.۶) در

داشت. خواهد پی در را سریعتری رایی هم تر، کوچ رایی هم مجانبی ضریب کنید توجه �شود. م

آنگاه ،|g′(α)| > ۱ بخصوص و ،t ∈ Iδ برای |g′(t)| > ۱ باشیم داشته α از Iδ همسای هر در اگر .٢.۶ ملاحظه
است ن مم |g′(α)| = ۱ اگر شود. را هم ثابت نقطه�ی به �تواند نم دنباله و |xk+۱ −α| > |xk −α| داریم ٣٩.۶ طبق

�باشد. م وابسته g تکرار تابع �های ویژگ به این و دهد، رخ واگرایی یا رایی هم

انجام برای بیابیم. ثابت نقطه�ی تکرار با را [۰, ۱] بازه�ی در واقع f(x) = x۳ +x−۱ تابع صفر �خواهیم م .١۶.۶ مثال
�سازیم م زیر ل به�ش تکرار تابع سه کار، این

g۱(x) = ۱ − x۳, g۲(x) = ۳
√

۱ − x, g۳(x) =
۱ + ۲x۳

۱ + ۳x۲
,

�شود م ملاحظه �آوریم. م ۵.۶ جدول در را i = ۱, ۲, ۳ ،xk+۱ = gi(xk) ثابت نقطه تکرارهای x۰ = ۰٫ ۵ فرض با

سرعت�های با (البته g۳ و g۲ تکرار توابع با شده تولید دنباله�های که حال در است واگرا g۱ تکرار تابع با شده تولید دنباله

است چنین تکرار توابع مشتق �گیریم. م کم ٧.۶ قضیه�ی از رفتارها این توجیه برای �باشند. م را هم متفاوت)

g′
۱(x) = −۳x۳, g′

۲(x) = − ۱

۳ ۳
√

(۱ − x)۲
, g′

۳(x) =
۶x۴ + ۶x۲ − ۶x

(۱ + ۳x۲)۲
.



�نقطه�ای تک تکراری روش�های ۵.۶ ٢٢٠

f(x) تابع صفر یافتن برای ثابت نقطه�ی تکرار روش :۵.۶ جدول

k xk+۱ = g۱(xk) xk+۱ = g۲(xk) xk+۱ = g۳(xk)

۱ ۰٫ ۸۷۵۰ ۰٫ ۷۹۳۷۰۰۵۲۵۹۸۴۱۰۰ ۰٫ ۷۱۴۲۸۵۷۱۴۲۸۵۷۱۴

۲ ۰٫ ۳۳۰۰۷۸۱۲۵۰ ۰٫ ۵۹۰۸۸۰۱۱۳۲۷۵۱۷۷ ۰٫ ۶۸۳۱۷۹۷۲۳۵۰۲۳۰۴

۳ ۰٫ ۹۶۴۰۳۷۴۷۰۵ ۰٫ ۷۴۲۳۶۳۹۳۲۱۶۸۰۰۶ ۰٫ ۶۸۲۳۲۸۴۲۳۳۰۴۵۷۸

۴ ۰٫ ۱۰۴۰۵۴۱۸۸۳ ۰٫ ۶۳۶۳۱۰۲۰۳۴۸۱۶۶۱ ۰٫ ۶۸۲۳۲۷۸۰۳۸۲۸۳۴۷

۵ ۰٫ ۹۹۸۸۷۳۳۷۶ ۰٫ ۷۱۳۸۰۰۸۱۴۱۴۴۲۰۷ ۰٫ ۶۸۲۳۲۷۸۰۳۸۲۸۰۱۹

۶ ۰٫ ۰۰۳۳۷۶۰۶۳۲ ۰٫ ۶۵۹۰۰۶۱۴۵۶۲۲۴۰۰

۷ ۰٫ ۹۹۹۹۹۹۹۶۱ ۰٫ ۶۹۸۶۳۲۶۰۵۷۳۰۲۱۹

۸ ۰٫ ۰۰۰۰۰۰۱۱۵۴۳ ۰٫ ۶۷۰۴۴۸۴۹۶۲۲۸۰۷۲

۹ ۱٫ ۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰ ۰٫ ۶۹۰۷۲۹۱۲۰۵۸۹۱۴۱

۱۰ ۰٫ ۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰ ۰٫ ۶۷۶۲۵۸۹۲۴۹۲۶۸۲۷
... ... ...

۹۹ ۱٫ ۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰ ۰٫ ۶۸۲۳۲۷۸۰۳۸۲۸۰۲۰

۱۰۰ ۰٫ ۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰ ۰٫ ۶۸۲۳۲۷۸۰۳۸۲۸۰۱۹



٢٢١ غیرخط معادلات حل .۶ فصل

صورت آن در ،α .
= ۰٫ ۶۸۲۳۲۷۸۰۳۸۲۸۰۱۹ کنیم فرض اگر

|g′
۱(α)| = ۱٫ ۳۹۶۷ > ۱, |g′

۲(α)| = ۰٫ ۷۱۶ < ۱, |g′
۳(α)| = ۰ < ۱.

چنین قطعاً باشد. ی از کمتر آن در مشتق اندازه�ی که یافت α از �ای همسای �توان نم که است واضح g۱ مورد در

به مربوط رایی هم مجانبی ضریب پیوسته�اند. α همسای در g′
۳ و g′

۲ که چرا دارند، وجود g۳ و g۲ برای �هایی همسای

تکرار تابع با شده تولید دنباله که �رود م انتظار بنابراین و است g۲ به مربوط رایی هم مجانبی ضریب از تر کوچ بسیار g۳

هست! نیز اینگونه و شود را هم α به سریع�تر بسیار g۳

در تکرار تابع دوم مشتق شدن صفر آیا .g′′
۳(α) = ۰ یعن است صفر α در نیز g۳ تکرار تابع دوم مشتق ١۶.۶ مثال در

باشد؟ آن با شده تولید دنباله سریع رایی هم برای ری دی دلیل �تواند م α

باشد. ٧.۶ قضیه�ی در شده تعریف Iδ همسای در که باشد g تابع برای ثابت نقطه�ی ی α کنیم فرض .٨.۶ قضیه
گیریم علاوه به .p > ۲ برای که g ∈ Cp(Iδ) کنیم فرض همچنین

g′(α) = · · · = g(p−۱)(α) = ۰, g(p)(α) ̸= ۰. (۴١.۶)

و است p مرتبه�ی از را هم α به xk+۱ = g(xk) دنباله�ی آنگاه شود انتخاب Iδ در x۰ اولیه�ی حدس اگر صورت این در

lim
k→∞

xk+۱ − α

(xk − α)p
=

۱

p!
g(p)(α). (۴٢.۶)

g بسط (۴٢.۶) رابطه�ی اثبات برای است. ٧.۶ قضیه�ی همانند تغییر بدون دنباله رایی هم و ثابت نقطه تایی ی برهان.

�نویسیم م زیر صورت به را α حول

g(x) = g(α) + (x − α)g′(α) + · · · + (x − α)p−۱

(p − ۱)!
g(p−۱)(α) +

(x − α)p

p!
g(p)(ξ),

داریم x := xk کردن زین جای با ،α = g(α) و (۴١.۶) به توجه با دارد. قرار α و x بین ξ آن در که

xk+۱ = α + ۰ + · · · + ۰ +
(xk − α)p

p!
g(p)(ξk),

بنابراین دارد. قرار α و xk بین ξk آن در که

xk+۱ − α

(xk − α)p
=

۱

p!
g(p)(ξk).

�شود. م نتیجه (۴٢.۶) رابطه�ی ،α همسای در g(p) پیوستگ به توجه با . lim
k→∞

ξk = α پس xk → α چون

xk+۱ = g۳(xk)دنباله�ی رایی هم بنابراین ،g′′
۳(α)

.
= ۱٫ ۷۰۸۲ و g′

۳(α) = ۰ داریم ١۶.۶ مثال در که این به توجه با

است. ۲ مرتبه�ی از α به



جبری معادلات ۶.۶ ٢٢٢
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تکراری روش دو رایی هم سرعت مقایسه�ی راست: سمت ،y = g′(x) نمودار چپ: سمت :١۴.۶ ل ش

معادله، بزرگتر ریشه�ی �خواهیم م �گیریم. م نظر در را f(x) = x − arctan(ex − ۱) = ۰ معادله�ی .١٧.۶ مثال
�گیریم م نظر در را زیر تکراری طرح کار، این انجام برای بیابیم. ثابت نقطه�ی تکرار با را ،α > ۱

xk+۱ = g(xk), g(x) = arctan(ex − ۱).

�باشد. م ۰٫ ۶۸۷۷ برابر تقریباً x = ۱ در آن ماکسیمم و چپ) سمت ١۴.۶ ل (ش است نزول [۱,∞) بازه�ی در g′ تابع

بنابراین

۰ 6 g′(x) 6 g′(۱)
.
= ۰٫ ۶۸۷۷, x > ۱,

است. را هم α
.
= ۱٫ ۱۱۹۴۹۹۲۰۹۴۲۶۲۳۳ به [۱,∞) بازه�ی در اولیه شروع هر با g تکرار تابع با شده تولید دنباله و

تمام برای مثال این حال این با �کند، م تضمین ریشه حول بازه�ای در x۰ انتخاب�های برای را رایی هم ٧.۶ قضیه�ی چه اگر

بسیار عددی را x۰ اگر حت لازم. نه هستند کاف قضیه آن شرایط که باشید داشته توجه راست. هم نیز x۰ ∈ [۱,∞)

دیده راست سمت ١۴.۶ ل ش در که آنچنان آن از پس اما رسید، خواهید ریشه نزدی به تکرار ی با یرید ب نظر در بزرگ

۱۰ حدود در نیوتن روش که حال در �رسد، م ماشین دقت به تکرار ۶۰ حدود در و �باشد م کند رایی هم سرعت �شود م

مرتبه که چرا بود پیش�بین قابل این قطعاً �دهد! م ارائه ماشین دقت با را مسئله این جواب تکرار ۶ با یعن سریع�تر برابر

خط رایی هم مرتبه دارای مثال این در شده ارائه ثابت نقطه روش و است، مربع تابع این برای نیوتن روش رایی هم

.g′(α)
.
= ۰٫ ۵۸۲۷ زیرا است

جبری معادلات ۶.۶

است زیر صورت به n > ۰ درجه�ی از جبری چندجمله�ای ی f تابع آن در که �گیریم م نظر در را حالت بخش این در

pn(x) = a۰ + a۱x + a۲x
۲ + · · · + anxn. (۴٣.۶)



٢٢٣ غیرخط معادلات حل .۶ فصل

آن مزدوج آنگاه باشد، pn مختلط ریشه ی α ∈ C اگر که �کنیم م یادآوری �باشند. م حقیق هم aj ضرایب اینجا در

است. زوج همواره مختلط ریشه�های تعداد بنابراین است. pn از ریشه ی نیز α یعن

وجود pn چندجمله�یی صفرهای تمام محاسبه برای صریح دستوری باشد چهار از بزرگتر n اگر �کند م تضمین آبل قضیه

گرچه �کند. م ایجاد pn(x) = ۰ معادله حل در عددی روش�های از استفاده برای را بیشتری انگیزه واقعیت این ندارد.

بدلیل اما کرد، حل شده بحث فصل این در قبلا که تکراری روش�های از ی هر با �توان م را چندجمله�ای معادلات

چندجمله�ای معادله ی ریشه�های درباره زیادی مفید قضیه�های واقع در دارند. خاص بحث به نیاز آنها فراوان کاربردهای

بود. نخواهند درست ر دی تابع�های درباره که کرد بیان �توان م

ریشه برای [a, b] مناسب جستجوی بازه ی یا x۰ مناسب اولیه حدس ی انتخاب آمد قبل بخش�های در که گونه آن

قضیه ابتدا است. ان�پذیر ام حدی تا کار این آمد خواهد که گزاره�هایی اساس بر چندجمله�ایها مورد در است. اهمیت با

کنید. مراجعه ... به اثبات برای �کنیم. م بیان اثبات بدون را زیر

حقیق ریشه�های تعداد k و aj ضرایب در علامت�ها تغییر تعداد ν کنیم فرض دکارت) علامت�های (قاعده .٩.۶ قضیه
است. زوج ν − k و k 6 ν صورت این در باشد. آنها) چندگانگ شمردن (با pn چندجمله�ای مثبت

�توان م را دکارت علامت�های تغییر قاعده هستند، pn(x) منف ریشه�های همان ،pn(−x)مثبت ریشه�های که آنجایی از

برد. به�کار نیز منف حقیق ریشه�های تعداد کردن محدود برای

دهید. به�دست اطلاعات زیر چندجمله�ای حقیق ریشه�های درباره .١٨.۶ مثال

p۴(x) = x۴ − x − ۱

k = ۱ مثبت حقیق ریشه�های تعداد است لازم ۱−k شدن زوج برای است علامت تغییر ν = ۱ دارای p۴ ضرایب چون

لازم ۱− k′ شدن زوج برای و است علامت تغییر ν ′ = ۱ دارای p۴(−x) = x۴ + x− ۱ ضرایب ر دی طرف از باشد.

پس دارد، مختلط) و (حقیق ریشه چهار p۴ جبر اساس قضیه بر بنا باشد. k′ = ۱ منف حقیق ریشه�های تعداد است

دارد. مختلط ریشه دو و منف حقیق ریشه ی مثبت، حقیق ریشه ی p۴ چندجمله�ای

در که دارند قرار ۱ + r شعاع و مبدا مرکز به دایره�ای درون pn چندجمله�ای ریشه�های تمام ( کوش (قضیه .١٠.۶ قضیه
آن

r := max
۰6k6n−۱

∣∣∣ak

an

∣∣∣.
است. شده خواسته همراه ماتریس و ورین گرش قضیه کم به ٣۴.۶ تمرین در قضیه این اثبات برهان.

شایان دارند. قرار ۲ شعاع و مبدا مرکز به دایره�ای درون ریشه�ها تمام بنابراین ،r = ۱ که این به توجه با ١٨.۶ مثال در

است. بی�فایده شده ارائه کران باشد بزرگ r که صورت در است ذکر



جبری معادلات ۶.۶ ٢٢۴

هورنر وریتم ال ١.۶.۶

�دهیم. م شرح z نقطه�ی در آن) مشتق (و چندجمله�ای ی محاسبه برای را هورنر١ وریتم ال نام به کارآمد بخشروش این در

�آورد. م وجود به چندجمله�ای ی ریشه�های تمام تدریج تقریب برای را تقلیل روش نام به خودکار فرایند ی وریتم ال این

است هم�ارز زیر نمایش با (۴٣.۶) جبری، دیدگاه از

pn(x) = a۰ + x(a۱ + x(a۲ + · · · + x(an−۱ + anx) · · · )) (۴۴.۶)

کارآمد وریتم ال آن کم به �باشد. م هورنر وریتم ال مبنای و است معروف نیز تودرتو ضرب وریتم ال به (۴۴.۶) عبارت

�شود م نوشته زیر صورت به z نقطه�ی در pn چندجمله�ای محاسبه�ی برای

bn = an

bk = ak + bk+۱z, k = n − ۱, n − ۲, . . . , ۰
(۴۵.۶)

دستور .b۰ = pn(z) که کرد بررس �توان م سادگ به و هستند وابسته z به k 6 n−۱ برای bk ضرایب تمام (۴۵.۶) در

مستقیم محاسبه به نسبت ملاحظه� قابل صرفه�جویی ی که دارد نیاز pn(z) محاسبه�ی برای ضرب n و جمع n به (۴۴.۶)

بردار در که است aj ضرایب و z مقدار ورودی�ها است. شده اجرا زیر برنامه در (۴۵.۶) وریتم ال است. (۴٣.۶) فرمول با

�شود. م ذخیره pz در که است pn(z) مقدار و bj ضرایب شامل b بردار �ها خروج شده�اند. ذخیره an تا a۰ از a

function [pz,b] = Horner(a,z)

n = length(a); b=zeros(n,1);

b(n) = a(n);

for k = n-1:-1:1

b(k) = a(k) + b(k+1)*z;

end

pz = b(1); b = b(2:end);

ریشه�های تمام آن)، از تقریبی (یا ریشه ی داشتن دست در با که �کنیم م معرف را کارآمد وریتم ال ی ادامه در

چندجمله�ای ابتدا �کند. م محاسبه را چندجمله�ای

qn−۱(x; z) = b۱ + b۲x + · · · + bnxn−۱ (۴۶.۶)

١William George Horner (1786 – 1837)



٢٢۵ غیرخط معادلات حل .۶ فصل

وابسته�ی چندجمله�ای آن به و است، وابسته z پارامتر به bk ضرایب راه از که �کنیم م تعریف را xحسب بر n−۱ درجه�ی از

به توجه با �گوییم. م pn

b۰ + (x − z)qn−۱(x; z) = b۰ + (x − z)(b۱ + b۲x + · · · + bnx
n−۱)

= (b۰ − b۱z) + (b۱ − b۲z)x + (b۲ − b۳z)x۲ + · · · + bnxn

= a۰ + a۱x + a۲x
۲ + · · · + anx

n,

�گیریم م نتیجه

pn(x) = b۰ + (x − z)qn−۱(x; z).

صورت آن در باشد pn ریشه ی z اگر حال هستند. x− z بر pn تقسیم تقسیم �مانده باق b۰ و قسمت خارج qn−۱ واقع در

n − ۱ سایر qn−۱(x; z) = ۰ جبری معادله حالت این در .pn(x) = (x − z)qn−۱(x; z) بنابراین و b۰ = pn(z) = ۰

qn−۱(·; z) ریشه�های به را خود جستجوی �توانیم م ،pn رِ دی ریشه�های کردن پیدا برای بنابراین �کند. م فراهم را ریشه

،m = n, n−۱, . . . , ۱ برای �شود. م اتخاذ زیر تقلیل معیار pn ریشه�های تمام محاسبه برای ترتیب این به کنیم. محدود

دهید: انجام را زیر مراحل

بیابید؛ را pm از αm ریشه�ی مناسب تقریبی روش ی با .١

کنید؛ محاسبه را qm−۱(x; αm) مقدار (۴٧.۶) و (۴۵.۶) از استفاده با .٢

.pm−۱ := qm−۱ دهید قرار .٣

�کند. م استفاده ریشه�ها تقریب برای نیوتن روش از که �کنیم م ارائه را نوع این در مشهور روش�های از ی ادامه در

نیوتن-هورنر روش ٢.۶.۶

را تقلیل فرآیند αm ریشه�های محاسبه برای نیوتن روش از استفاده با نیوتن-هورنر روش پیداست، نامش از که گونه آن

�گیرد. م کار به نیوتن روش اجرای در راحت به را (۴۵.۶) هورنر وریتم ال که است آن در روش این مزیت �کند. م اجرایی

چون باشد، (۴٧.۶) در pn با متناظر چندجمله�ای qn−۱ اگر واقع، در

p′n(x) = qn−۱(x; z) + (x − z)q′n−۱(x; z)

،αm مختلط) یا (حقیق ریشه ی تقریب برای نیوتن-هورنر روش اتحاد، این به توجه با .p′n(z) = qn−۱(z; z) بنابراین

است: زیر صورت به pn از m = ۱, . . . , n

دهید انجام را زیر محاسبات رایی هم تا k > ۰ برای ریشه، از αm,۰ شده داده اولیه حدس برای

αm,k+۱ = αm,k −
pn(αm,k)

p′n(αm,k)
= αm,k −

pn(αm,k)

qn−۱(αm,k; αm,k)
. (۴٧.۶)



جبری معادلات ۶.۶ ٢٢۶

قسمت نیز αm,۰ شده داده اولیه حدس و شود انجام مختلط حساب در محاسبات است لازم (αm ∈ C) مختلط ریشه برای

به که کرد خواهذ تولید را حقیق اعداد از αm,k دنباله نیوتن-هورنر روش صورت این غیر در باشد. داشته ناصفر موهوم

شد. نخواهد را هم مختلط ریشه هیچ

حدس ،an تا a۰ از a، یعن چندجمله�ای ضرایب بردار ورودی�ها است. شده اجرا زیر برنامه در نیوتن-هورنر روش

و roots ریشه�ها ترتیب به �ها خروج است. توقف معیار ی داشتن اختیار در برای Nmax و tol پارامترهای و x0 اولیه

است. Niter یعن آنها محاسبه برای نیاز مورد تکرارهای تعداد

function [roots,Niter] = NewtonHorner(a,x0,tol,Nmax)

n = length(a); roots = zeros(n-1,1);

for k = 1:n-1

iter = 0; x = x0; diff = tol+1;

while (abs(diff) > tol) && (iter < Nmax)

[pz,b] = Horner(a,x); [dpz,b] = Horner(b,x);

diff = -pz/dpz; x = x + diff;

iter = iter + 1;

end

[pz,a] = Horner(a,x); roots(k) = x; Niter(k) = iter;

end

ی جمله�ای چند این که شد ادعا ١٨.۶ مثال در �گیریم. م نظر در را p۴(x) = x۴ − x − ۱ چندجمله�ای .١٩.۶ مثال
شده داده نمایش خوبی به موضوع این ١۵.۶ ل ش در دارد. مختلط ریشه دو و منف حقیق ریشه ی مثبت، حقیق ریشه

است.

با است برابر ریشه�ها دقیق مقدار

r۱ = ۱٫ ۲۲۰۷۴۴۰۸۴۶۰۵۷۵۹,

r۲ = −۰٫ ۷۲۴۴۹۱۹۵۹۰۰۰۵۱۶,

r۳,۴ = −۰٫ ۲۴۸۱۲۶۰۶۲۸۰۲۶۲۲ ± ۱٫ ۰۳۳۹۸۲۰۶۰۹۷۵۹۶۸i.

روش این باشد، x۰ = ۱ اولیه حدس که صورت در �کنیم. م عمل زیر ل به�ش نیوتن-هورنر روش با ریشه�ها محاسبه برای

محاسبه به قادر که حال در �کند، م محاسبه تکرار ۷ از پس ۱۰−۱۵ دقت با را منف حقیق ریشه و مثبت حقیق ریشه
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p۴(x) = x۴ − x − ۱ چندجمله�ای نمودار :١۵.۶ ل ش

ریشه تکرار، ۱۳ با را مثبت حقیق ریشه نیوتن-هورنر روش باشد x۰ = ۱ + i اولیه حدس اگر نیست. مختلط ریشه�های

در اجرا برای �کند. م محاسبه ۱۰−۱۵ دقت با و تکرار ۲ و ۷ با را مختلط ریشه�های همچنین تکرار، ۱۰ با را منف حقیق

نوشته�ایم را زیر دستور دوم حالت

>> a = [-1 -1 0 0 1];

>> [roots,Niter] = NewtonHorner(a,1+1i,10^-15,100);

است کرده چاپ خروج در را زیر نتایج که

roots =

-0.724491959000516 - 0.000000000000000i

1.220744084605759 + 0.000000000000000i

-0.248126062802622 - 1.033982060975968i

-0.248126062802622 + 1.033982060975968i

Niter =

10 13 7 2

باشند شده مرتب زیر صورت به pn ریشه�های کنیم فرض .٣.۶ ملاحظه

۰ 6 |α۱| 6 |α۲| 6 · · · 6 |αn|.

قدرمطلق، مقدار ترین کوچ با ریشه����ی ابتدا تقلیل فرآیند هنگام که است آن بهتر گردکردن، خطای انتشار مینیمم�سازی برای

و حقیق چندجمله�ای، ی ریشه�های تمام که صورت در .αn سرانجام و ... ،α۳ ،α۲ آن از پس و آوریم دست به را ،α۱

�آیند. م دست به صعودی ترتیب به ریشه�ها تمام x۰ = ۰ اولیه حدس با باشند مثبت



جبری معادلات ۶.۶ ٢٢٨

�یابد م کاهش بازهم ( چندگانگ (دارای تکراری ریشه�های برای نیوتن-هورنر روش رایی هم مرتبه که است ذکر شایان

داشت. خواهد کمتری کارایی روش و

همراه ماتریس ٣.۶.۶

واقع، در دارند. زیادی حساسیت ضرایب در کوچ تغییرات به نسبت آنها ریشه�های که هستند بسیاری چندجمله�ایهای

مسئله�ی بین �خواهیم م بند این در باشند. بدوضع است ن مم چندجمله�ایها ریشه�های شد، اشاره دوم فصل در که که آنچنان

(مثلا، کارایی وریتم�های ال چون کنیم. برقرار ارتباط ماتریس ی ویژه�مقدارهای یافتن و چندجمله�ای ی ریشه�های یافتن

ی ویژه�ی مقادیر یافتن برای آماده�ای نرم�افزارهای نتیجه در و کرایلف) زیرفضاهای بر مبتن وریتم�های ال یا QR وریتم ال

دارند. وجود ماتریس

( ی پیشروی ضریب (با مونی چندجمله�ای به

pn(x) = xn + an−۱x
n−۱ + · · · + a۱x + a۰

�کنیم م وابسته زیر ل ش به همراه١ ماتریس نام به n × n ماتریس ی

A =



−an−۱ −an−۲ . . . −a۱ −a۰

۱ ۰ . . . ۰ ۰

۰ ۱ . . . ۰ ۰
... . . . . . . . . . ...

۰ . . . ۰ ۱ ۰


است. A ماتریس نما) (سرشت مشخصه چندجمله�ای همان pn(λ) داد نشان �توان م det(λI − A) دترمینان بسط با

برعکس. و �باشند م A همراه ماتریس ویژه��ی مقادیر همان pn چندجمله�ای ریشه�های بنابراین

است چنین p۴ همراه ماتریس �گیریم. م نظر در را p۴(x) = x۴ − x − ۱ چندجمله�ای .٢٠.۶ مثال

A =


۰ ۰ ۱ ۱

۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۰

 .

دستور با �توان م مثال عنوان به �باشند. م p۴ چندجمله�ای ریشه�های ،A ماتریس ویژه�ی مقادیر

eig(A)

١companion matrix
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این در که است ذکر به لازم آمد. به�دست ١٩.۶ مثال در که است p۴ ریشه�های ، خروج آورد. بدست را آن�ها متلب در

مطالعه فصل این در که وریتم�هایی ال از و �شود م استفاده ویژه مقادیر محاسبه�ی برای عددی جبرخط روش�های از دستور

�شود. نم استفاده نیوتن-هورنر) وریتم ال (مانند کردیم

پرسش�ها ٧.۶

بازه در ریشه ی معادله این دهید نشان ابتدا است. مفروض f(x) = x۳ − ۲x − ۵ = ۰ معادله�ی .١.۶ پرسش
آورید. به�دست را دوبخش روش از تکرار ۳ سپس دارد.، [۲, ۲٫ ۲]

روش k > ۰ kام، گام در اگر باشد. داشته [۰, ۱) بازه در α نام به ریشه ی f(x) = ۰ معادله�ی فرضکنید پرسش۶.٢.
چه ... ،d۱ ،d۰ ارقام و α بین .dk = ۱ صورت این غیر در و dk = ۰ دهید قرار شود انتخاب بازه اول نیمه�ی دوبخش

دارد. وجود ارتباط

ex −۲x۲ = ۰ معادله دهید نشان آن کم به و کنید رسم دقیق طور به را y = ۲x۲ و y = ex �های منحن پرسش۶.٣.
�شود. م را هم α۱ به نیوتن روش x۰ از مقادیر کدام برای دارد. α۳ و α۲ مثبت ریشه�ی دو و α۱ منف ریشه ی

یعن (١٢.۶) راست سمت را تکرار تابع ثابت، نقطه�ی روش در باشد. f(x) ساده�ی صفر α کنید فرض .۴.۶ پرسش

g(x) = x − f(x)

f ′(x)

است. p = ۲ دست�کم نیوتن روش رایی هم مرتبه�ی دهید نشان ٨.۶ قضیه�ی از استفاده با یرید. ب نظر در

(١٧.۶) دنباله�ی رایی هم مرتبه�ی دهید نشان باشد. f(x) = ۰ معادله�ی mاز مرتبه�ی ریشه�ی α فرضکنید پرسش۵.۶.
است. ۲ برابر

ی بیابیم. را f(x) = cos(x) + sin۲(۵۰x) نوسان تابع از α =
π

۲
صفر نیوتن روش با �خواهیم م .۶.۶ پرسش

آورید. بدست x۰ ∈ Iδ شروع با رایی هم تضمین برای Iδ رایی هم بازه�ی از تقریبی برآورد

نیوتن روش از استفاده با است. m = ۲ چندگانگ با α = ۱ صفر دارای f(x) = (x − ۱) ln x تابع .٧.۶ پرسش
ل ش ی در را روش دو این از حاصل خطای کنید. محاسبه را α از تقریبی (١٧.۶) اصلاح�شده نیوتن روش و (١٢.۶)

نمایید. گزارش

حدس با نیوتن روش اگر باشد. γ و β ،α حقیق ریشه سه با سوم درجه چندجمله�ای ی p۳ کنید فرض .٨.۶ پرسش
�یابد. م را γ تکرار ی از پس دهد نشان شود، گرفته کار به x۰ = (α + β)/۲ اولیه



پرسش�ها ٧.۶ ٢٣٠

{xk} دنباله (الف) است. هم�ارز x۳ − a = ۰ معادله جواب کردن پیدا با ،a حقیق عدد سوم ریشه تعیین .٩.۶ پرسش
x۱ = ۲ و x۰ = ۱ اولیه مقادیر و a = ۳ فرضکنید (ب) بنویسید. معادله این حل برای را (٢١.۶) وتری روش از حاصل

آورید. به�دست را x۳ و x۲ مقادیر باشد.

تعریف زیر به�صورت dk آن در که است (١٩.۶) نوع از شبه�نیوتن تک�نقطه�ای روش ی استیفنسن١ روش پرسش۶.١٠.
�شود م

dk =
f(xk + f(xk)) − f(xk)

f(xk)

است. دو مرتبه از دست�کم ساده ریشه�های به روش این رایی هم دهید نشان

ریشه�ی عنوان به را α = ۰ چندگانگ ابتدا یرید. ب نظر در را f(x) = sin x+x۲ cos x−x۲ −x تابع پرسش۶.١١.
تقریبی یافتن برای را x۰ = ۱ اولیه حدس با نیوتن روش نیاز مورد تکرارهای تعداد سپس کنید. تعیین f(x) = ۰ معادله

آورید. دست به درست رقم شش با ریشه این از

آورید. به�دست را زیر تابع�های ثابت نقاط .١٢.۶ پرسش

g(x) =
۸ + ۲x

۲ + x۲
ب) g(x) = x۲ − ۴x + ۲ الف)

�باشد م α =
√

۵ ثابت نقطه دارای زیر تابع�های از کدام�ی .١٣.۶ پرسش

g(x) = x۲ − ۵ ج) g(x) =
۱۰

۳x
+

x

۳
ب) g(x) =

۵ + ۷x

x + ۷
الف)

که طوری باشد α۳ و α۲ ،α۱ نقطه�ثابت سه دقیقاً دارای و مشتق�پذیر پیوسته به�طور g(x) تابع کنید فرض پرسش١۴.۶.
گفت؟ �توان م چه |g′(α۲)| مقادیر مورد در .|g′(α۳)| = ۰٫ ۵ و |g′(α۱)| = ۰٫ ۵ ،α۱ < α۲ < α۳

ه بطوری بیابید را c و b ،a ثابت�های از مجموعه�ای الف) یرید. ب نظر در را g(x) = ax۲ + bx + c تابع پرسش١۵.۶.
را c و b ،a ثابت�های از مجموعه�ای ب) باشد. صفر به را هم موضعاً ثابت نقطه تکرار روش و باشد g ثابت نقطه x = ۰

نباشد. صفر به را هم موضعاً ثابت نقطه تکرار روش حال این با باشد g ثابت نقطه x = ۰ ه بطوری بیابید

بازنویس x = g(x) ثابت نقطه مسئله ی عنوان به متفاوت طریق سه به را زیر معادله�های از ی هر .١۶.۶ پرسش
کنید.

x۳ − x + ex = ۰ ب) ۳x−۲ + ۹x۳ = x۲ الف)

α = ۲ ریشه به نیوتن روش آیا یرید. ب نظر در را f(x) = x۴ − ۷x۳ + ۱۸x۲ − ۲۰x + ۸ تابع .١٧.۶ پرسش
بیابید. را limk→∞ ek+۱/ek مقدار باشد، kام تکرار خطای ek اگر است؟ مربع رای هم

١Johan Frederik Steffensen (1873 - 1961)



٢٣١ غیرخط معادلات حل .۶ فصل

h(x) = تابع ثابت نقطه c و f تابع برای نیوتن روش تکرار g(x) = x − f(x)/f ′(x) کنید فرض .١٨.۶ پرسش
موضعاً c به h ثابت نقطه تکرار صورت آن در باشد f عطف نقطه c اگر دهید نشان باشد. ،g ثابت نقطه نه اما ،g(g(x))

شد؟ خواهد چه نتیجه شود، گرفته کار به f تابع برای c نزدی اولیه حدس با نیوتن روش اگر است. را هم

زیر صورت به ر دی کران ی ،(٣۶.۶) در پیشرو کران مشابه و انقباض نگاشت قضیه فرض�های تحت .١٩.۶ پرسش
آورید به�دست

|xk − α| 6 L

۱ − L
|xk − xk−۱|, (۴٨.۶)

�کند. م مقیاس تکراری روش با آمده به�دست اطلاعات آخرین حسب بر را مطلق خطای نابرابری این

تقسیم عمل بدون (اولیه) محاسبات ماشین�های در a عدد معکوس محاسبه نیوتن روش عمل کاربرد ی پرسش۶.٢٠.
معادله حل برای نیوتن روش دهید نشان الف) بود.

f(x) =
۱

x
− a = ۰

رایی هم دهید نشان و بنویسید ek = xk −a−۱ خطای جمله برای دستوری ب) است. به�کارگیری قابل تقسیم عمل بدون

ی ،۰ < a < ۱ اگر شود. را هم a−۱ به {xk} دنباله که طوری کنید ارائه اولیه حدس روی شرایط پ) است. مربع

شود. تضمین رایی هم آن با که کنید ارائه x۰ از عددی مقدار

آورید به�دست را زیر خطای دستور (٢١.۶) وتری روش برای .٢١.۶ پرسش

xk+۱ − α = (xk − α)(xk−۱ − α)
f [xk−۱, xk, α]

f [xk−۱, xk]

کنید. ثابت را ۴.۶ لم ،٢١.۶ پرسش از استفاده با .٢٢.۶ پرسش

دارای y۱ = f(x۱) و y۰ = f(x۰) آن، از تقریب�هایی x۰ < x۱ ،f(x) = ۰ معادله ریشه α کنیم فرض .٢٣.۶ پرسش
و y۰ شامل [c, d] بازه هر بر که باشد x = φ(y) صورت به تایی ی وارون تابع دارای y = f(x) و مختلف علامت�های

است. مشتق�پذیر بار دو پیوسته طور به y۱

x۲ = صورت به را ریشه جدید تقریب و باشد y۱ و y۰ بر مبتن φ خط درونیاب چندجمله�ای p۱(y; φ) اگر .١

کنید. برآورد را |x۲ − α| خطای یریم، ب نظر در p۱(۰; φ)

بیابید. را |x۲ − α| از برآوردی و x۲ مقدار باشد. x۱ = ۱ و x۰ = ۰ ،f(x) = x۳ + x − ۱ کنید فرض .٢

y۱ = f(x۱) و y۰ = f(x۰) آن، از تقریب�هایی x۰ < x۲ < x۱ ،f(x) = ۰ معادله ریشه α فرضکنیم پرسش٢۴.۶.
هر بر که باشد x = φ(y) صورت به تایی ی وارون تابع دارای y = f(x) و y۲ = f(x۲) مختلف، علامت�های دارای

است. مشتق�پذیر بار سه پیوسته طور به y۲ و y۱ ،y۰ شامل [c, d] بازه



پرسش�ها ٧.۶ ٢٣٢

صورت به را ریشه جدید تقریب و باشد y۲ و y۱ ،y۰ بر مبتن φ دوم درجه درونیاب چندجمله�ای p۲(y; φ) اگر .١

کنید. برآورد را |x۳ − α| خطای یریم، ب نظر در x۳ = p۲(۰; φ)

را |x۳ − α| از برآوردی و x۳ مقدار باشد. x۲ = ۰٫ ۵ و x۱ = ۱ ،x۰ = ۰ ،f(x) = x۳ + x − ۱ کنید فرض .٢

بیابید.

شود را هم α به دنباله این کنید فرض یرید. ب نظر در را xk+۱ = xk − f(xk)/g(xk) تکراری روش .٢۵.۶ پرسش
شود. ۳ دست�کم رایی هم مرتبه که تعیین طوری را g و f بین ارتباط نیست. g صفر اما است f از ساده�ای صفر که

یرید. ب نظر در را h(x) = b + a/(x − c) هذلول .٢۶.۶ پرسش

این در آن با و مماس y = f(x) منحن بر xk معلوم نقطه�ی در h(x) که بیابید گونه�ای به را c و b ،a ثابت�های .١

دهید نشان و بنامید xk+۱ را xها محور با هذلول این تقاطع نقطه�ی باشد. داشته سان ی انحنای نقطه

xk+۱ = xk −
f(xk)

f ′(xk) − f(xk)f ′′(xk)/(۲f ′(xk))
(۴٩.۶)

آورد. به�دست نیز u(x) = f(x)/
√

f ′(x) تابع روی نیوتن روش اجرای با �توان م را (۴٩.۶) در xk+۱ دهید نشان .٢

رایی هم مرتبه�ی دهید نشان شود. را هم α به {xk} دنباله و باشد f(x) = ۰ معادله�ی ساده ریشه α کنید فرض .٣

شوارتس مشتق اینکه ر م است، سه دقیقاً

(Sf)(x) :=
f ′′′(x)

f ′(x)
− ۳

۲

(f ′′(x)

f ′(x)

)۲

است. سه از بزرگتر رایی هم مرتبه صورت آن در که شود، صفر x = α در

�شود. م نامیده ١ هال روش تمرین این در شده معرف روش

شود نوشته زیر ل ش به نادرست علامت با (١٢.۶) در نیوتن روش کنید فرض .٢٧.۶ پرسش

xk+۱ = xk +
f(xk)

f ′(xk)

�شود؟ م را هم مقداری چه به دنباله این

ثابت نقطه�ی تکرار دنباله�ی رایی هم .٢٨.۶ پرسش

xk+۱ =
xk(x

۲
k + ۳a)

۳x۲
k + a

, k = ۰, ۱, . . .

١Edmond Halley (1656 – 1742)



٢٣٣ غیرخط معادلات حل .۶ فصل

مقدار باشد، نزدی
√

a به کاف اندازه�ی به x۰ این�که فرض با کنید. تحلیل a مثبت عدد دوم ریشه�ی محاسبه�ی برای را

بیابید را زیر حد

lim
k→∞

xk+۱ −
√

a

(xk −
√

a)۳
.

معادله این دهید نشان میان مقدار قضیه با ابتدا مفروضاست. f(x) = x۳ + ۴x۲ −۱۰ = ۰ معادله�ی پرسش۶.٢٩.
یرید ب نظر در زیر ل به�ش g تکرار تابع سه مسئله این برای دارد. [۱, ۲] بازه در ریشه�ی ی

g۱(x) =

√
۱۰

x
− ۴x, g۲(x) =

۱

۲

√
۱۰ − x۳, g۳(x) =

√
۱۰

۴ + x

قضیه��ی به توجه با را α
.
= ۱٫ ۳۶۵۲۳۰۰۱۳ ثابت نقطه به i = ۱, ۲, ۳ ،xk+۱ = gi(xk) تکراری طرح�های رایی هم

نمایید. بررس ٧.۶

یرید ب نظر در را زیر تکراری طرح
√

۲ تقریب برای .٣٠.۶ پرسش

x۰ = ۱, xk+۱ =
۳

۸
xk +

۳

۲xk

− ۱

۲x۳
k

, k = ۰, ۱, . . .

که طوری دارد وجود ρ ∈ (۰, ۱) عدد دهید نشان ex(k) = |xk −
√

۲|/
√

۲ فرض با

ln(ex(k)) ≃ C + ln(ρ)k۳

است. ۳ دنباله این رایی هم مرتبه�ی یرید ب نتیجه و

فرض و یرید ب نظر در g(x) = ax + bx۲ + cx۳ تکرار تابع با را xk+۱ = g(xk) ثابت نقطه تکرار .٣١.۶ پرسش
شود. ۳ مرتبه از را هم موضعا ۱/α به دنباله که کنید تعیین طوری را c و b ،a مقادیر است. معلوم مثبت عدد α کنید

تکراری روش رایی هم مرتبه که بیابید طوری را r و q ،p مقادیر .٣٢.۶ پرسش

xk+۱ = pxk + qa/x۲
k + ra۲/x۵

k

کنید. تعیین را xk خطای با xk+۱ خطای میان ارتباط مقادیر این با باشد. حداکثر ۳
√

a محاسبه برای

اگر دهید نشان است. شده داده akj درایه�های با A ∈ Rn×n مربع ماتریس کنید فرض .٣٣.۶ پرسش

rk =
n∑

j=۱,j ̸=k

|akj|, k = ۱, ۲, . . . , n,

B(a, r) که �کنیم م یادآوری است. واقع مختلط صفحه�ی در B(akk, rk) گوی�های از ی در A ویژه�ی مقدار هر آنگاه

دهیم قرار اگر دهید نشان همچنین است. a مرکز به و r شعاع به گویی

rj =
n∑

k=۱,k ̸=j

|akj|, j = ۱, ۲, . . . , n,



ماشین مسئله�های ٨.۶ ٢٣۴

است درست واقعیت این به توجه با دوم (قسمت است. واقع B(ajj, rj) گوی�های از ی در A ویژه�ی مقدار هر هم باز

�باشد. م ورین“ گرش ”قضیه�ی نام به معروف قضیه�ای از صورت تمرین این سانند). ی AT و A ویژه�ی مقادیر که

را ١٠.۶ کوش قضیه دوم)، (قسمت ورین گرش قضیه کم با و همراه ماتریس تعریف از استفاده با .٣۴.۶ پرسش
کنید. اثبات

ماشین مسئله�های ٨.۶

آورید. به�دست دوبخش روش به را f(x) = x۳ − ۲x − ۵ = ۰ معادله�ی حقیق ریشه�های .٣۵.۶ پرسش

آورید. به�دست دوبخش روش به را f(x) = tan(x) + tanh(x) = ۰ معادله�ی حقیق ریشه�های .٣۶.۶ پرسش

آورید. به�دست ε = ۱۰−۸ دقت و دوبخش روش به را زیر معادله مثبت ریشه ترین کوچ .٣٧.۶ پرسش

cos(۴x
√

۱ − x۲) = −۱ + ۸x۲ − ۸x۴

طوری اعشاری، درست رقم شش با ،x برای مقدار دو دوبخش روش با یرید. ب نظر در را زیر ماتریس .٣٨.۶ پرسش
شود. ۱۰۰ برابر ماتریس این دترمینان که بیابید

A =


۱ ۲ ۳ x

۴ ۵ x ۶

۷ x ۸ ۹

x ۱۰ ۱۱ ۱۲


کنید. مقایسه ۱۰۰ با و آورید دست به متلب در det دستور با را ماتریس دترمینان x برای آمده به�دست مقادیر با

حالت سه هر در الف) �گیریم. م نظر در γ = ۱, ۲, ۳ برای را f(x; γ) = cosh x + cos x − γ تابع .٣٩.۶ پرسش
را تابع صفرهای) (یا صفر ۱۰−۱۰ دقت با و دوبخش روش به ب) آورید. دست به f صفرهای) (یا صفر شامل بازه�ای

نیست؟ دقیق نیوتن روش ،γ = ۲ حالت در چرا پ) بیابید.

روش با را معادله این است. مفروض دقیقه T = ۹۰ و e = ۰٫ ۸ با ٣.۶ مثال در (۴.۶) کپلر معادله�ی .۴٠.۶ پرسش
کنید. حل مناسب) پارامترهای با Newton تابع کم (به نیوتن

و چمن�زار شعاع را اولیه حدس کنید. حل نیوتن روش با را ۴.۶ مثال در کشاورز-بز-چمن�زار مسئله�ی .۴١.۶ پرسش
یرید. ب نظر در ۱ برابر



٢٣۵ غیرخط معادلات حل .۶ فصل

است شده داده x > ۰ برای زیر معادله .۴٢.۶ پرسش

ln(۱ + x۲) = ۲x arctan(
۱

x
) = ln(۴)

آورید. به�دست معادله این ریشه برای تقریبی x۰ = ۰٫ ۵ اولیه حدس با نیوتن روش به

یرید ب نظر در را زیر ۴ درجه لاگر چندجمله�ای .۴٣.۶ پرسش

p۴(x) = x۴ − ۱۶x۳ + ۷۲x۲ − ۹۶x + ۲۴

این ریشه�های نیوتن-هورنر روش و x۰ = ۰ اولیه حدس با دارد. مثبت و متمایز حقیق ریشه�ی چهار چندجمله�ای این

صریح طور به را q۱(x; z) و q۲(x; z) ،q۳(x; z) یافته تقلیل چندجمله�ایهای فرآیند این ط در بیابید. را چندجمله�ای

آورید. به�دست

و ،R = ۰٫ ۰۸۲۰۵ کنید فرض مناسب واحدهای با یرید. ب نظر در را (٢.۶) در واندروالس حالت معادله .۴۴.۶ پرسش
روش ج) و نیوتن روش ب) ، دوبخش روش الف) کم به باشد. b = ۰٫ ۰۴۲۶۷ و a = ۳٫ ۵۹۲ کربن دی�اکسید برای

نتایج کنید. برآورد اتمسفر ۱۰۰ و ۱۰ ،۱ فشارهای برای و کلوین ۳۰۰ دمای در را v ویژه حجم -نیوتن، دوبخش ترکیبی

این از �توانید م تکراری روش�های در v۰ اولیه حدس برای کنید. مقایسه pv = RT ایده�ال گاز حالت با را آمده دست به

کنید. استفاده معادله

حالت در را L طول به میله�ای �خواهیم م یرید. ب نظر در ١۶.۶ ل ش مطابق l۲ و l۱ عرض�های با دالان دو پرسش۴۵.۶.
صورت به باشد میسر کار این ،L < L۰ اگر که L۰ طول بزرگ�ترین ببریم. l۱ عرض به دالان به l۲ عرض به دالان از افق

است زیر

L۰ = l۱ csc(α) + l۲ csc(π − γ − α).

است زیر غیرخط معادله�ی جواب α اینجا در

l۱ cot(α) csc(α) − l۲ cot(π − γ − α) csc(π − γ − α) = ۰.

آورید. به�دست را α نیوتن تکراری روش با باشد. γ = ۳π/۵ و l۲ = ۱۰ ،l۱ = ۸ کنید فرض

١٠.۶ تمرین در استیفنسن تک�نقطه�ای روش f(x) = ex − x− ۲ تابع صفرهای یافتن برای کنید فرض پرسش۴۶.۶.
کنید. �آزمایی راست را روش این مربع رایی هم گیریم. به�کار x۰ = ۱ اولیه حدس با را

x۱ = ۲ ،x۰ = ۱ اولیه حدس�های با �گیریم. م نظر در را f(x) = x۳ + x۲ − ۱۰x− ۱۰ چندجمله�ای پرسش۶.۴٧.
x۳ = ۳٫ ۱۷۹۷۱۰۸۶ کنید فرض آورید. به�دست را مولر روش در (٢٧.۶) دوم درجه معادله�ی جواب�های x۲ = ۳ و

معادله این ضرایب که این با دهید. یل تش x۳ و x۲ ،x۱ با را (٢٧.۶) دوم درجه معادله�ی ر دی بار ی باشد. جدید تقریب

�باشد. م حقیق نیز آن ریشه�های آیا هستند حقیق دوم درجه



ماشین مسئله�های ٨.۶ ٢٣۶

دالان ی پیچ در L طول به میله ی عبور مسئله :١۶.۶ ل ش

ی معادله این دهید نشان plotf دستور با است. مفروض f(x) = x۳ + ۴x۲ − ۱۰ = ۰ معادله�ی .۴٨.۶ پرسش
یرید ب نظر در زیر ل به�ش g تکرار تابع سه مسئله این برای دارد. [۱, ۲] بازه در ریشه�ی

g۱(x) =

√
۱۰

x
− ۴x, g۲(x) =

۱

۲

√
۱۰ − x۳, g۳(x) =

√
۱۰

۴ + x

حدود در واقع ریشه کنید. گزارش جدول در را i = ۱, ۲, ۳ ،xk+۱ = gi(xk) ثابت نقطه تکرارهای x۰ = ۱ فرض با

دهید. تطبیق ٢٩.۶ تمرین پیش�بین با را نتایج است. α .
= ۱٫ ۳۶۵۲۳۰۰۱۳

کنید. حل نیوتن-هورنر روش کم به را ٢.۶ مثال در (٣.۶) معادله .۴٩.۶ پرسش

در زیر ل�های ش به را xk+۱ = g(xk) تکراری طرح است. مفروض α ریشه با x − e−x = ۰ معادله�ی .۵٠.۶ پرسش
یرید. ب نظر

|xk+۱−xk| 6 که k ترین کوچ تا را {xk} دنباله جملات باشد. x۰ = ۱ اولیه حدس و g(x) = e−x فرضکنید .١

آورید. به�دست eps

کنید فرض .٢

g(x; ω) =
ωe−x + x

۱ + ω
, ω ̸= ۰ و ω ̸= −۱

است. g(x) = e−x از سریع�تر تکرار تابع این با تکراری طرح رایی هم ω روی شرط چه تحت

کنید. �آزمایی راست را نتایج است؟ چقدر ω از بهینه انتخاب .٣
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